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Questions de cours :

= Présenter les approches eulérienne et lagrangienne. Définir les notions de trajectoire et de ligne de courant, et leur
moyen d’obtention expérimental.

= Démontrer I'équation locale de conservation de la masse dans le cas général, aprés avoir défini les grandeurs
adéquates.

= Ecoulement stationnaire : définition, conséquences, propriétés cinématiques.

= Ecoulement homogéne et incompressible : définition, conséquences.

Capacités exigibles du BO :

= Définir la particule de fluide comme un systéme mésoscopique de masse constante.

= Distinguer vitesse microscopique et vitesse mésoscopique.

= Citer des ordres de grandeur des masses volumiques de I'eau et de I'air dans les conditions usuelles.

= Définir le débit massique et I'écrire comme le flux du vecteur u¥ 3 travers une surface orientée.

= Ecrire les équations bilans, globale ou locale, traduisant la conservation de la masse.

= Définir un écoulement stationnaire et les notions de ligne de courant et de tube de courant de masse.
= Exploiter la conservation du débit massique.

= A partir d’une carte de champ des vitesses en régime stationnaire, décrire qualitativement le champ des accéléra-
tions.

= Définir un écoulement incompressible et homogene par un champ de masse volumique constant et uniforme. Relier
cette propriété a la conservation du volume pour un systéme fermé.

= Définir le débit volumique et I'écrire comme le flux de ¥ 3 travers une surface orientée.

= Justifier la conservation du débit volumique le long d'un tube de courant indéformable.



Dioxygéne : d, =
0,292 nm, diazote
dm = 0,315 nm

Lagrange est un phy-
sicien et mathéma-
ticien célebre qui a
développé la méca-
nique analytique et
s'est également pen-
ché sur le probleme a
trois corps en astro-
nomie.

I. Description d’un fluide

1.1 Echelle mésoscopique

Dés le chapitre T2 ont été évoquée I'échelle mésoscopique et la nécessité de considérer des volumes
infinitésimaux contenant un grand nombre de particules, de taille caractéristique d vérifiant :

L>d>letr (1.1)

avec L la taille typique du systeme, ¢ le libre parcours moyen et r la distance entre particules.
Par exemple pour un systéme constitué d'un litre d'air 3 P = 1bar et T = 300K, de densité
N

volumique n = v = T = 2,410%° m—3, constitué de molécules de diamétre moyen dy, ~ 310710 m,
B
il vient
1
l=——— =10"m 1.2
V2nmd2, (12)

La taille du systéme est typiquement de L = V/V = 10cm, donc on peut considérer une particule de
fluide de I'ordre de d = 10™* m, qui contient alors N = nd> ~ 2,410% x (10’4)3 ~ 2.4.10%3 molécules,
trés grand devant 1.

Pour I'eau liquide, on a typiquement n ~ 310 m™=3, / ~ 107®m et L ~ 1cm a 1m, donc on
pourra choisir d ~ 1078 m, par exemple.

1.2 Particules de fluide

Dans les chapitres qui suivent, on considérera un état fluide, c'est-a-dire liquide ou gazeux, ou les
constituants peuvent se déplacer librement les uns par rapport aux autres. On utilisera alors le terme
de particules de fluide pour désigner un élément de volume infinitésimal.

Un tel volume contenant un nombre suffisamment grand de particules, on peut y définir localement

des champs scalaires ou vectoriels mésoscopiques : masse volumique, pression, température, vitesse de
|"écoulement, etc. a condition de vérifier I’équilibre thermodynamique local, hypothése admise dans

toute la suite du cours.
|
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La vitesse mésoscopique de la particule de fluide ¥ (M, t) = N Z U; est la vitesse moyenne des N

molécules contenues dans le volume dr de cette particule de fluizde. On peut l'identifier a la vitesse
de « dérive » rencontrée lors de I'étude du mouvement des particules chargées. Elle difféere beaucoup
de la vitesse quadratique moyenne v* des molécules ou de la vitesse instantanée ¥; (qui posséde une
composante fortement aléatoire).

1.3 Deux approches pour la description d’un écoulement

a) Approche lagrangienne

L'approche la plus naturelle pour décrire un écoulement de fluide est d'isoler une particule de fluide
* | de centre P et la suivre au cours de son mouvement : c’est |'approche classique de mécanique, on
parle d'approche lagrangienne. Vidéo 12.

2 Lycée Clémenceau — PSI* — E. Van Brackel



Ainsi la position P comme la vitesse sont exprimées explicitement en fonction du temps :

* OP(t) =zp(t)es +yp(t)ey + zp(t)el et Up(t) = 5 (1.3)

Notons que les particules de fluide peuvent se déformer au cours du mouvement.
b) Approche eulérienne

L'approche lagrangienne présente un défaut majeur d’un point de vue expérimental : il est complexe
de suivre et mesurer explicitement différentes grandeurs physiques pour une particule de fluide qui se

déplace.
* On lui préfére souvent I'approche eulérienne, consistant a caractériser a tout instant ET en un

point fixe M de I'espace I'évolution des des grandeurs intensives u, ¥, P, T, etc. en ce point.

S lt=1)

trajectoire —=~
d’une fenille

tourbillon—
auvoisinage
== du rocher (M)

Description lagrangienne  Description eulérienne

Cette approche locale est celle que I'on a déja utilisé pour étudier la conduction thermique ou électrique,
mais également bientdt en électromagnétisme. On définit alors différents champs comme le champ des
vitesses U (M, t) = U (,x,vy, z,t) pour lequel x, y et z sont les coordonnées du point M fixe de I'espace,
indépendantes du temps. Si P se trouve en M a l'instant ¢, on a U (M, t) = Up(t), mais a t’ # ¢, c'est
une autre particule de fluide qui se trouve en M.

1.4 Trajectoires et lignes de courant

On définit deux types de courbes pour décrire I'écoulement, selon I'approche :

Trajectoire

L'ensemble des points M atteints par la particule fluide P au cours du temps constitue la

trajectoire de la particule fluide. C'est la description naturelle dans I'approche lagrangienne.
En pratique, on utilise des traceurs (gouttes de colorants, fumées, petites particules de

* | densité proche de celle du fluide), et on filme ou photographie avec un long temps de
pose.

Vidéo d'expérience en tunnel a vent : https://www.youtube.com/watch?v=wWNjRYOHZts.

A gauche, approche
lagrangienne ou on
suit un objet dans
son mouvement; a
droite approche eulé-
rienne oll on cherche
a décrire ce qu'il se
passe en un point
bien précis, et fixe, du
fluide.
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,—[ Ligne de courant}

Une ligne de courant du champ eulérien des vitesses ¥ (M, t) est une courbe qui, 3 un
instant ¢t donné, possede en tout point une tangente colinéaire a la vitesse des particules de
fluides.

En pratique, on utilise également des traceurs, mais on photographie avec un temps de
% | pose trés court.

Un ensemble de lignes de courant qui s'appuient sur un contour fermé constitue un tube
de courant.

W/’///—M\ a traceurs a I’instant t

ligne de courant

\ © traceurs a l’instant t+dt
&Q/I/M—M - >
= dl=vdt

Ci-dessous une prise avec un temps de pose trés court pour pouvoir observer les lignes de courant
autour du Concorde :

L'équation des Ilgnes de champ est déterminée de maniére intrinseque a partir de la relation
T(M,t) A d7 = 0, avec d 7 le vecteur déplacement élémentaire.

A ATTENTION : en général les lignes de champ et les trajectoires ne coincident pas.

Par exemple un jet d'eau que I'on tourne progressivement de 90° : les lignes de champ sont initiale-

ment a I'horizontale puis a la verticale, mais la trajectoire de la particule de fluide est une ligne courbe.
Vidéo 105-106

trajectoire de la
particule de fluide P

lignes de champ a t

Y

v

Pl
o

YYYYYY

AAAAAA

lignes de champ a t'
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I1. Bilan de conservation de la masse

Dans toute la suite, on utilisera I'approche eulérienne pour décrire les écoulements de fluides, avec
des champs scalaires comme la masse volumique p(M,t), et des champs vectoriels comme le champ
de vitesses U (M, t). Odg & connaitre : p(eau) = 103kg-m~3, p(air) ~ 1,3kgm=3 3 T = 298K et
P = 1bar.

1.1 Vecteur densité de courant de masse

Par analogie avec la définition indirecte des vecteurs densité de courant électrique, thermique ou
. = .
de particule, on définit 5., le vecteur densité de courant de masse, de sorte que la masse §%m
traversant en dt une surface d.S élémentaire orientée s'écrive :

52m = Jm-dSdt (1.4)

La norme s'exprime en kg-m—2-s71. Notons qu'il existe une expression simple du vecteur densité de

courant de masse, par analogie avec la démonstration conduite dans le cadre de la conduction électrique :

Tm(Mat) :p(Mat)_U(Mat) (1'5)

avec p(M,t) la masse volumique du fluide et ¥(M,t) la vitesse moyenne des particules contenues dans
le volume mésoscopique d7 autour de M.

11.2 Débit massique

On définit le débit massique a travers une surface (S) orientée comme le rapport entre la masse
algébrique om traversant (S) pendant dt et le temps dt :

om
Dy, =— 1.6
i (1.6)
s'exprimant en kg-s—!.
. ()
Ce débit n'est rien d'autre que le flux du vecteur j, : PN
l‘. Jm
(S) H

Si p et T sont uniformes sur (S) avec T L dS, Dy, = pvS.

11.3 Débit volumique

On introduit également le débit volumique :

DV:(LV:// 7-dS (1.8)

ot le champ des vitesses est donc le vecteur densité de courant de volume. Dans le cas ou p est uniforme,
Dy = pDs,.

11.4 Equation de conservation de la masse

Soit un volume (V) quelconque délimité par une surface fermée (S) (matérielle ou fictive). Soit
m(t) la masse comprise dans le volume (V) a I'instant ¢. Alors un bilan de masse conduit a :

m(t + dt) = m(t) + 0Mmentrant = M(t) — Dpdt (1.9)

en notant D,, le débit massique (sortant du fait de |'orientation de I'intérieur vers |'extérieur
des vecteurs surface élémentaire). Ainsi au premier ordre, on aboutit a I'équation intégrale de

conservation de la masse : d
m
— +D,=0 1.10
e (1.10)
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Exercice
\ Passer de I'équation intégrale a I'équation locale de bilan de masse.

En se servant de m(t // p(M,t)dr et de la définition du débit massique :

///v) 3Pd7+//(s)”-m.d§:0 (1.11)

Avec le théoreme de Green-Ostrogradski :

//V) 8td —|—// le m)dT =0 (1.12)

et comme cette équation est valable pour n'importe quel volume (1), on aboutit a I'équation locale de
conservation de la masse :

op
% —l—lejm—O (1.13)

I1l. Ecoulement stationnaire

111.1 Définition

Vidéos 95-96 et 190 pour montrer les différences entre stationnaire et instationnaire.

Un écoulement est stationnaire si les différents champs eulériens sont indépendants du temps :
T(M,t) = T(M), p(M), etc. Notons que le caractére stationnaire d'un écoulement dépend du réfé-
rentiel d'étude : le sillon laissé par un bateau se déplacant a vitesse constante paraitra stationnaire pour
un passager, mais instationnaire pour une personne a quai.

111.2 Conservation du flux massique et conséquences

Pour un écoulement stationnaire, les dérivées temporelles étant nulles :

= le débit massique est nul a travers une surface fermée D, = 0 (équation intégrale);
— —
= div j, =0, c'est-a-dire que j, est a flux conservatif.
Nous retrouvons les mémes conséquences que lors de I'étude du transport de charges électriques :

= en régime stationnaire le débit massique est conservé le long d'un tube de courant de masse;

= 3 un point de rencontre de plusieurs tubes de courants de masse, on vérifie I'équivalent de la
loi des nceuds, Z Dm,entrant = ZDm,sortant-

111.3 Propriétés cinématiques

Propriété

* | En écoulement stationnaire, il y a identité des trajectoires et des lignes de courant.

Par conséquent, la carte du champ des vitesses d’'un écoulement stationnaire permet de prévoir le
mouvement d'une particule de fluide, mais également son accélération. Considérons par exemple la carte
de champ des vitesses autour d'un cylindre lors d'un écoulement stationnaire :

Lycée Clémenceau — PSI* — E. Van Brackel
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Pour calculer I'accélération, considérons une particule de fluide P située en M a l'instant £. A un instant

t + At, elle se sera déplacée de MM’ = ¥ (M,t)At. L'accélération d'une particule de fluide P peut

alors se calculer a I'aide d'un taux d'accroissement :
Tp(t+At) —Tp(t) V(M t+At)—T(M,t)

ap(M,t) = = 1.14
En se servant de la stationnarité de I'écoulement, ¥ (M’ t) = ¥ (M’,t + At), d'ol simplement :
ap(u) = TR T (115)

que I'on peut tracer graphiquement pour connaitre la direction et le sens.

Notons que bien que la vitesse en M ne dépende pas explicitement du temps, dans un écoulement
stationnaire, un fluide peut étre accéléré au cours de son mouvement : on parle d’accélération
convective, car liée au mouvement du fluide.

IV. Ecoulement homogeéne et incompressible

IV.1 Définition

Un écoulement homogeéne et incompressible est un écoulement pour lequel la masse volumique
du fluide est constante dans le temps et dans |'espace, p(M,t) = p = cste. C'est en général un bon
modeéle pour les liquides. Vidéo 50

En réalité, la définition plus rigoureuse est :

= un écoulement est homogene si la masse volumique est uniforme;

= un écoulement est incompressible lorsque le volume d’une particule de fluide se conserve au
cours de I'écoulement.

Par conséquent, un systéme fluide fermé garde toujours le méme volume s'il se déforme.

Ne pas confondre avec un fluide incompressible, dont la masse volumique est inva-
riable, et par conséquent ne pourra étre qu’en écoulement homogene et incompres-

A sible! On peut par contre étudier I'écoulement d'un gaz, compressible par nature,
qui pourra s'écoulement de maniére homogene et incompressible : c’est souvent le
cas des écoulements a des vitesses faibles devant la vitesse du son.

IV.2 Conservation du débit volumique

Etant donné que p = cste, I'équation locale de conservation de la masse s'écrit :

% %-&-div(p?f) =0=divy =0 (1.16)

c'est-a-dire que ¥ est a flux conservatif, c'est-3-dire encore que le débit volumique se conserve 3
travers toute section d'un tube de courant.

Chapitre MF1 - Introduction a la mécanique des fluides



On peut alors interpréter assez aisément une carte de ligne de champs pour ce type d’écoulement :

25"

0

Le tube de courant entre les points A et C présente un resserrement en B et un élargissement en
C, ce qui se traduit pour les vitesses moyennes au niveau des différentes sections :

(v(C)) < (v(A)) < (v(B)) (1.17)

Remarquons également que si la vitesse est uniforme dans les sections droites d'un tube de courant
de masse, on peut trés simplement exprimer des relations entre sections et vitesses via I'égalité des
débits volumiques :

UASA ZUBSB :'UCSC (1.18)
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1.1

Au niveau d'Orléans, le débit moyen de la Loire est D, = 350 m-s—

1.
2,

Ve i

Débit de la Loire

3 1

, avec une vitesse typique de v = 1m-s™-.
Estimer la largeur du fleuve si la profondeur moyenne est de 2 m.

Comment évolue la vitesse du fleuve s'il s’élargit de 20m ?

1.
2.

1.2

V*

Dy = Sv=h x L X v, en notant h la profondeur, L la largeur. Ainsi L = Dy =175m

hv
Si le fleuve s'élargit, en supposant que le débit volumique est constant, |a vitesse moyenne du fluide diminue : hLv = hL'v’
dot v’ = Hv=09ms"!

Caractéristiques des écoulements

On considére I'écoulement bidimensionnel d'un fluide tel qu'en un point M (z,y) la vitesse du fluide soit donnée
par U = kze, + kye,

1.
2.
3.

L'écoulement est-il uniforme 7 stationnaire 7 compressible 7
Déterminer I'équation des trajectoires des particules et des lignes de courant.

Reprendre les questions précédentes si le champ des vitesses de I'écoulement est donné en coordonnées cylin-
driques par :

]_'\eft/'r N

Te t/Tr
ép et T(r<a)=-——6€)

€o (1.19)

T(r>a)=

27r 2ma?

Un tel écoulement n'est pas uniforme, vu que le champ des vitesses dépend des coordonnées = et y. Il est stationnaire
dans la mesure ot il ne dépend pas explicitement du temps. Quant 3 la compressibilité, il faut calculer div 7 :

div ¥ =4 iffpka:a:—!—%k;/ =2k+#0 (1.20)

donc I'écoulement est compressible.

. Les lignes de courant sont définies par T A d7 = 0, c'est-a-dire :

(kzes + kyey) A (dxe, + dyey) = (kady — kydz)e, = [ (1.21)
, oy . dxr  dy N - L C s , .
c'est-a-dire Pl n apres projection. En intégrant, on trouve donc In(z) = In(y) + cste, c'est-a-dire une équation du

type y = ax. |l s’agit également de I'équation de trajectoire des particules, étant donné que I'écoulement est stationnaire.

. L'écoulement n’est ni uniforme, ni stationnaire, étant donné la dépendance spatiale et temporelle du champ des vitesses.

Calculons la divergence :
o 1 OUtheta

div v - o0

=0 (1.22)

donc I'écoulement est incompressible.

La trajectoire des particules est trouvée en identifiant en un point M (R(t),«(t)) le vecteur vitesse en coordonnées
eulériennes et lagrangiennes :

: Te /7R rr _
Ré; +raeg = ————éep = R=cste eta(t) =ap— e T 1.23
i ‘ 2ra ®) O 2ra? ( )
T
pour r < a, et de méme pour r > a, R = cste et a(t) = ap — 5 ;2) ~t/T Dans tous les cas, la trajectoire est une
™

portion de cercle (ou plusieurs tours) de rayon constant.

- —>
Concernant les lignes de courant, on trouve simplement qu'il s'agit de cercles, car ¥ A d¢ = 0 conduit a dr = 0,
c'est-a-dire r = cste.
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1.3 Vitesse en formalisme eulérien

Soit un écoulement bidimensionnel défini en formalisme lagrangien sous la forme :

X(t)=Xo(1+0bt) et Y(t)=Yo (1.24)
1. Déterminer le champ des vitesses en formalisme eulérien ¥ (z,y,t).
. - : : D ov
2. Que dire de I'accélération? On précise qu'en formalisme eulérien, I'accélération s'écrit : a@'(z,y,t) = e +
v, Ovy
Uy —— + vy, ——. Etait-ce prévisible?
T oz Y oy P
1. Exprimons la vitesse en formalisme lagrangien :
Tpt= 9 (X(t)e—; + Y(t)e—’) = Xobea (1.25)
ot Y
puis on I'exprime en fonction de X (¢) :
Tolt) = 2Dy s = 2 e (1.26)
’ 1+t ° ' 1+06t " ’
avec M(x,y) un point fixe de |'espace.
2. Calculons I'accélération en utilisant |I'expression donnée dans |I'énoncé :
2 2
@(x,y,t) a( br )e_;+ be a( be ):f(bQJZe—;Jr bz _—_7 (1.27)

T ot \1+0t 1+0bt0r \1+bt 1+ bt) (I+obt)2 "

Deux remarques : d'une part on pouvait s'y attendre, étant donné qu'en formalisme lagrangien la vitesse était indépendante
du temps; d'autre part on constate qu’'en formalisme eulérien, 'accélération n’est pas simplemenLla dérivée du vecteur
vitesse par rapport au temps (la deuxiéme partie correspond au développement du terme (¥ - V)4, que 'on appelle

I’accélération convective).

1. 4 Run, run, run

Vaut-il mieux courir ou marcher sous la pluie?

Il s’agit ici de se demander comment évolue le débit volumique a travers une surface, si cette derniére est mobile dans
un écoulement. Supposons donc une pluie purement verticale, avec des gouttes d'eau de densité volumique n, se déplacant a
la vitesse U, = —wvge,. Modélisons une personne comme un parallélépipéde de hauteur h (selon €2), largeur L (selon &) et

2 . — / N — —>
épaisseur e (selon e;), se déplagant a vitesse constante U, = vpéa.

Déterminons la quantité de gouttes d'eau recue par la personne sur un trajet de longueur ¢. Pour ce faire, on se place
dans le référentiel de la personne, seul moyen de faire un bilan de particules. Ainsi les gouttes d’eau ont un vecteur vitesse

Uy = —Vg€z — Upla.
= |les gouttes arrivant sur la surface verticale S, = L - e ont un débit particulaire de :
(Pvert - nﬁé . (_Sve_;) = nnge
= les gouttes arrivant sur la surface frontale Stont = AL ont quant a elles un débit particulaire de :
(Pfront = ’I'L?lg . (_Sfronte_;) == nvphL

Ainsi la quantité de gouttes captées par les deux surfaces durant le temps du mouvement ¢/v;, vaut :

Ng = ((I)vert + eront)i =nlLl (% + h)

Up Up

(1.28)

(1.29)

(1.30)

On constate donc que la quantité de pluie est inversement proportionnelle a la vitesse : I'instinct de courir le plus vite possible
est donc correct. Notons tout de méme que la conclusion est modifiée en cas de vent de dos, ol on peut montrer qu'il est

préférable de courir a la vitesse du vent!

1.5 Ecoulement irrotationnel

7 - - - - - . —_—> -
Un écoulement est irrotationnel ou non tourbillonnaire ou potentiel ssi ot 7 = 0.

1. Montrer qu'on peut définir dans ce cas un potentiel scalaire des vitesses ¢.

10 Lycée Clémenceau — PSI* — E. Van Brackel



1.

2.
3.

Dans le cas d'un écoulement incompressible, quelle équation vérifie ¢ 7

Donner le lien entre le vecteur densité de courant de masse et le potentiel des vitesses. Analogie ?

Un fluide circule dans un tuyau avec un débit volumique D, fixé. A l'extrémité O du tuyau, un diffuseur envoie
le fluide de maniére isotrope (on néglige la présence du tuyau) : U (M,t) = v(r,t)e, en coordonnées sphériques. On
suppose |'écoulement incompressible.

4,

Déterminer |'expression du champ de vitesse. Vérifier son caractére irrotationnel et déterminer une expression du
potentiel des vitesses. Représenter les lignes de courant et les surfaces équipotentielles.

6

. Etant donné que I'écoulement est incompressible, on a div ¥ =0 =

. On a vu dans le cours sur les champs vectoriels qu'un rotationnel nul impliquait qu'il existait une fonction ¢ telle que

s

= —grad ¢, comme rot (grad ¢)=70.

_—
. Si I'écoulement est incompressible, div 7 = 0 = div grad ¢ = A¢ par définition du laplacien scalaire. Cette équation se

retrouvera en électromagnétisme ou, par exemple, le potentiel électrique pourra vérifier AV = 0 sous certaines conditions.
Jjm = pU = —pgrad ¢, on peut faire une analogie avec la conduction électrique, thermique ou de particules (respective-

ment loi d'Ohm, loi de Fourier et de Fick).
1 A(r?u(r,t))
.2 ;

T A
. Ainsi en intégrant, v(r,t) = — + B.
I " . , re o . : r
Pour déterminer les constantes, utilisons la conservation du début volumique, comme |'écoulement est incompressible :

D, = // T dS =o(r,t) // r?dfsinfdp = v(r,t) x 47> = 4w A 4 47 Br? (1.31)
s) s)
s . . . Dy ., .
Or, le débit volumique étant constant, cela impose B =0 et A = - D’oli un champ de vitesse :
7iy

- Dy —
v = W@,- (132)

On vérifie que rot 7 = 0 a I'aide d'un formulaire pour le rotationnel en sphérique. Enfin il faut déterminer le potentiel ¢
associé :

- D o 99 100, 1 99,
_ _9m 109 : 1.
T ame© graqu or + r 90 " rsing dyp Co (1.33)
D,

dr’

. 0 DV' .
soit aprés projection, ¢ ne dépend que de r et vérifie ¢ =— soit ¢(r) =
ar 4mr2

Les équipotentielles sont alors des cercles concentriques de centre O, et les lignes de courant sont telles que e, Ad £ =
c'est-a-dire df = 0 (soit encore des droites perpendiculaires aux équipotentielles passant par O).

Modélisation de discontinuités dans un écoulement

front de
la vague
IS
h ~
. — fluide h
u immobile | 2

Une vague est modélisée par un front qui se propage a la vitesse c. Avant le passage de la vague, le fluide,
incompressible, est immobile. Aprés son passage, il a la vitesse u. De méme, la hauteur du fluide avant le passage de
la vague est hq, et ho aprés son passage.

1.

Déterminer une relation liant les grandeurs ¢, u, hy et hs.

De I'eau s’écoule par un robinet a vitesse constante u. Elle provient d'une canalisation indéformable horizontale de

2.

section S. On ferme brutalement le robinet. Une zone de discontinuité de pression et de masse volumique remonte la
canalisation a la vitesse c.

Donner une relation entre ¢, u, p; (masse volumique du fluide a I'arrét) et ps (masse volumique du fluide en
mouvement).

Dans les deux cas, on peut utiliser un point de vue eulérien ou lagrangien.

Chapitre MF1 - Introduction a la mécanique des fluides
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1. Appliquons ici le formalisme eulérien. On effectue un bilan de masse pendant d¢ a un systéme fermé constitué de deux

parois verticales (une du cété du fluide en mouvement, I'autre du cété immobile), et des parois horizontales (sol et dessus
du front de la vague) :

m(t + dt) — m(t) = dmentrant <= p(h1 — ha)Ledt = phy Ludt (1.34)
en notant L la dimension transversale de I'écoulement et dmentrant correspondant ici a la masse entrant du cété du fluide
immobile. Il vient alors

(h1 — hz)c = h1u (135)

discontinuité

robinet
< x}

2. Dans ce deuxieme cas de figure, plagons-nous dans un formalisme lagrangien, on se place dans le référentiel lié a la

discontinuité. On considére une surface fixe fermée constituée de la surface latérale de la conduite, et de deux surfaces S
et So situées de part et d'autre de la discontinuité. En régime stationnaire, le débit massique total sortant de la surface
fermée est nul :

D1+ Dm2=0<= p1cS = —p2(c+u)S <= (p2 — p1)c = pru (1.36)

en supposant la vitesse uniforme sur toute la section et |'écoulement incompressible.
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Questions de cours :
= Pression : définition, expression de la force de pression, démonstration de la force volumique de pression.

= Démontrer la relation fondamentale de la statique des fluides, et I'appliquer a un liquide incompressible en présen-
tant quelques applications.

= Démontrer I'expression du champ de pression au sein d'un gaz parfait isotherme soumis uniquement au champ de
pesanteur. Interpréter physiquement.

= Présenter |'écoulement de Couette plan. Exprimer la force de viscosité et interpréter physiquement. Odg de viscosités
dynamiques.

Capacités exigibles du BO :
= Identifier la force de pression comme étant une action normale a la surface.
= Utiliser I'équivalent volumique des actions de pression —grad P.

= Exprimer |'évolution de la pression avec l'altitude dans les cas d'un fluide incompressible et de |'atmosphére
isotherme dans le modéle du gaz parfait.

= Relier I'expression de la force surfacique de viscosité au profil de vitesse dans le cas d'un écoulement paralléle.
= Exprimer la dimension du coefficient de viscosité dynamique. Citer I'ordre de grandeur de la viscosité de |'eau.

= Citer la condition d’adhérence a I'interface fluide-solide.

0 L . .
= Qutils mathématiques : intégrer une expression de la forme —f = g(x,y) a y fixé en introduisant une fonction

®(y) inconnue comme « constante d’intégration ».



Le cm Hg est lu
"centimetre de mer-
cure" et correspond
a une hauteur de
mercure liquide. Ce
concept sera déve-
loppé en I1.2.

I. Forces dans un fluide
Il existe deux types de forces extérieures s'exercant sur un volume (V) de fluide.
I.L1 Les forces volumiques

Une force volumique est une force qui s'exerce sur tous les points du volume (V). On la caractérise
—

— —
par une densité volumique de force f, = — ou JF est la force élémentaire s'exercant sur I'élément

-
d7. La force totale est alors I'intégrale de la densité volumique de force :

P // 7.dr
2

= le poids 6P = dm¢g = pud7rg conduisant a ?v =ugq;
» la force de Lorentz f = p(EJr TA E) —pE+j ANB.

(2.1)

Citons par exemple :

1.2 Les forces de contact surfaciques

Une force de contact surfacique est une force exercée sur tous les points d'une surface (S). Considé-
rons un élément de surface infinjtésimal dS = dS7 autour de M, avec 77 la normale en M 3 cette
surface. La force élémen‘t>aire 0 F exercée sur la surface dS peut généralement se décomposer en une
composante normale d F';, correspondant a une force de pression, et une composante tangentielle
O0F'; appelée force de cisaillement ou force de viscosité.

/ systeme

On peut ainsi définir une force surfacique, encore appelée contrainte, et exprimée en N-m~2 ou en

pascal :
5F  6F, OF
- n t — —
o =—= — =0+ 0 2.2
. as —ag “ag Tt B2
On va étudier dans les deux prochaines sections ces deux types de contraintes, jouant un rdle
essentiel dans |'écoulement des fluides.

Il. Forces de pression

1.1 Etude sur des surfaces
a) Définition
La pression dans un fluide correspond a des actions de contact, c'est-a-dire des actions de courte
portée : interactions répulsives liées a |'agitation moléculaire et interactions attractives (Van der Waals

par exemple). En un point M d'une surface délimitant le fluide étudié, la force de pression élémentaire
exercée par |'extérieur sur le fluide étudié s'écrit :

6F)pression = —P(M)d§ = —P(M)dSﬁ) (23)

avec dS la surface élémentaire autour de M et 7 le vecteur normal, dirigé de I'intérieur du fluide
vers I'extérieur. Ainsi on identifie la pression a la contrainte normale, &, = —P(M)7.

L'unité de la pression est le pascal (Pa), ou celle d'une force surfacique en N-m~2. On rencontre
d'autres unités : 1bar = 10° Pa, 1atm = 1,01325-10° Pa et est équivalent & 76 cmHg.

La force totale s'exercant sur une surface .S finie correspond alors a la somme des forces élémentaires :

Fpression = / 6F,pression = - // P(M)dSﬁ (24)
() (S)
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b) Calcul de la résultante des forces de pression

i) Cas d'un champ de pression uniforme
Lorsque le champ de pression est uniforme, P(M) = Py = cste, on peut assez simplement calculer
la résultante des forces de pression sur une surface fermée. Si on considére par exemple un cube de coté
a, les forces de pression vont s'opposer deux a deux pour chaque face, et la résultante des forces de
pression sur le cube est nulle. Le résultat peut se généraliser :

# PydST =0 (2.5)
(5)

Une pression de 1bar = 10N-cm~2, implique une force considérable exercée par exemple sur
une main d’'adulte (I'équivalent d'une charge de 100 kg). Le résultat précédent permet alors de
comprendre pourquoi on n'est pas écrasé : |'effet des forces de pression se compensent quasiment
sur notre corps. Pour illustrer le fait que les forces de pression sont importantes :

https://www.youtube.com/watch?v=N4BVwOwQ_7k

Exercice

Calculer le rayon minimal que doit avoir une ventouse pour permettre a un individu de 70 kg de se
suspendre a un plafond. On négligera la pression dans le volume d’air enfermé par la ventouse.

Le poids de I'individu doit étre compensé par les forces de pression de I'air ambiant sur la surface
courbe de la ventouse. Cependant on peut se ramener a la surface « projetée » de la ventouse sur la
paroi : on considére la surface (S7) de la ventouse, et (S2) le disque qui s’appuie sur les bords de la
ventouse de rayon r, au niveau de la paroi. (S) = (S1) U (S2) est alors une surface fermée ol régne
une pression Py, donc d'aprées ce qui précéde :

( § = / P dS + // d = fair—)ventouse - P07T7“28_Z) (26)
(9) (81) (52)

avec e, le vecteur unitaire vertical orienté vers Ie haut. Lors de la traction d'un individu sur une
ventouse, par application de la LQM en statique a la ventouse Falrﬁvcnmusc 4 Findiv—sventouse = 0.
Puis en appliquant la LQM a I'individu a I'équilibre et en utilisant la 3e loi de Newton :

— s - —>
Fair—wentouse — mge; + Rplafond =0 (27)

N . , =1 = . .
Soit a la limite du décollement, R afona = 0, d’otl un rayon minimal
p

mg
=,/ —= =47 2.8
r s cm (2.8)

Il faudra certainement considérer un rayon plus élevé, étant donné que I'on n’a pas pris en compte le
fait que le vide était partiel entre la ventouse et la paroi.

ii) Force de pression sur un barrage

barrage

air eau

4
€
y
—
e. é—»
—
(&
=

Considérons un barrage plan de hauteur h et largeur L, soumis d’un cdté aux forces de pression de
I'air, et de I'autre a celles de I'eau. On précise qu'il régne dans I'eau une pression P(z) = Py — pgz,
avec p la masse volumique de I'eau et Py = 1bar la pression atmosphérique, et on supposera la pression
de I'air uniforme, de valeur P,. Calculons la résultante des forces de pression sur le barrage :
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ALz ’ . . - —> —
= du coté de I'air, on a simplement F',;, = PySe, = PyhlLe, ;

= du coté de I'eau, étant donné que la pression n'est pas la méme sur toute la hauteur, on va
effectuer explicitement le cglcul de l'intégrale. On découpe pour cela la surface en une infinité

* de surfaces élémentaires d.S = dydze,, d'ol :
N L 0 1 0
Fopnw = — // P(z)dydze, = f/ dy/ (Py — pgz)dze; = —L {sz — fpgzz} €a
() 0 “h 2 _n
d'ou finalement : 1
Feaw = —PySez — P’ LEs (2.9)
%k

La résultante des forces de pressions vaut :

— — 1
Fair + Feau = —§Pgh2L€‘g; (210)

On constate, et c'est souvent le cas, que seule la surpression dans I'eau P(z) — Py joue un rdle dans
le calcul des forces de pression.

Le point d'application de la résultante des forces de pression, appelé centre de poussée P, est tel
que la somme des moments en P de toutes les forces élémentaires de pression est nul

// PM A P(M)d§ = 0. Pour le barrage plan précédent, on peut montrer que P se trouve en
(S)
L/2, a une hauteur z = h/3.

iii) Calcul de la pression sur un céne

Pour le dernier exemple, considérons un cone de hauteur h et de rayon de base a, plongé entiérement
dans un liquide de masse volumique p ou régne un champ de pression P(z) = Py — pgz. Le sommet du
cdne se trouve a une distance b au-dessous de la surface de I'eau. On cherche la résultante des forces
de pression sur la surface latérale. On se place en coordonnées cylindriques d'axe (Oz), et on repeére
une surface élémentaire via les coordonnées (6, z) : on fait varier § de df et z de dz, comme illustré

ci-dessous.
“A
01
p b
5}?'(9+7T)
-(b+h)--- —

X

Avant de se lancer dans les calculs, il est souhaitable d'étudier les éléments de symétrie pour ce
probléeme. On peut en effet constater que pour les deux surfaces élémentaires symétriques par
rapport a 'axe (Oz), les forces de pression élémentaires associées possedent des composantes
horizontales opposées en direction qui s'annulent (car P ne dépend que de z). Par conséquent, la
résultante des forces de pression est dirigée selon —e,. Ainsi :

Fo_ / P(M)AS(R - &2)& = — / P(M)sin adSe; (2.11)
(S) (S)
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De plus, dS = r(z)d@co:a et r(z) = —(b+ z) tan . On peut alors intégrer par rapport a z et 6 :
R 2
F:/ d0/ 2)(b + 2)(tan o)?e; (2.12)
* (b+h)
En notant que tana = a/h, un calcul d'intégrales conduit au résultat F =
9 2R\
—ma® | Py + pg b—l—? €,

11.2  Force volumique et applications

a) Force de pression sur une particule de fluide

Les forces de pression ont une équivalent volumique. Pour le déterminer, considérons une particule
An fluida A~ ~ohique de c6tés dx, dy et dz en coordonnées cartésiennes.

Démonstration
Calculons la résultante des forces de pression sur cette particule de fluide, en notant P(z,y, 2) le
champ de pression :
oF = (P(z,y,2) — P(x + dz,y, 2))dydzé; (2.13)
+ (P(x,y,2) — P(z,y + dy, 2))dzdze, (2.14)
« + (P(z,y,2) — P(m y,z + dz))dadye; (2.15)
P_,
=- (?3 € ey + ) dzdydz = —grad (P)d (2.16)
x
d'ou I'on tire la densité volumique de force de pression :
fpression = —gradP (217)

Cela s'interprete aisément : la résultante des forces de pression sur un petit élément est dirigée dans
le sens opposé du gradient de pression, c'est-a-dire des zones de fortes pressions vers celles de faibles
pressions.

b) Relation fondamentale de la statique des fluides

i) Démonstration

On se place dans un référentiel galiléen dans lequel le fluide est a I'équilibre (c'est-a-dire que toutes
les particules de fluide sont a I'équilibre). On suppose qu'en plus des forces de pression,_l)e fluide
est soumis a des forces dont la résultante est décrite par une densité volumique de force f.

En appliquant la loi de la quantité de mouvement a une particule de fluide a I'équilibre :

Foressiondr + fo(M)dr = 0 <= | grad P = f,(M) (2.18)

qui constitue la relation fondamentale de la statique des fluides. Sa résolution peut nous
permettre de déterminer le champ de pression au sein d'un fluide, ce qu'on illustre par les deux
exemples qui suivent.
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ii) Champ de pression dans un liquide incompressible
Considérons le cas d'un liquide incompressible, de masse volumique constante et uniforme p, placé
dans un champ de pesanteur uniforme ¢ = —ge,. La relation de la statique des fluides s'écrit :

grad P = —pge, (2.19)

soit projetée selon les trois axes :

oP

* i p
o 0= P(y,2) (2.20)
oP
aiy =0= P(2) (2.21)
oP

avec Py = P(z =0).

L'expression du champ de pression n'est valable que si I'axe vertical est orienté vers
A le haut, 3 I'opposé de ¢. Si on inverse le sens de l'axe, on trouve évidemment
P(z) = Py + pgz

On peut en conclure que la pression augmente avec la profondeur; on constate également que les
surfaces de niveau isobares sont des plans horizontaux.

Un ordre de grandeur 2 retenir : pg ~ 0,1 bar-m~! pour I'eau liquide (soit encore une augmentation

de pression de 1 bar tous les 10 m).
Quelques applications :

TR quasi-vide

Hg

= deux points du méme fluide situés a la méme altitude ont méme pression. Les surfaces libres,
soumises a la méme pression atmosphérique Py ont donc la méme altitude (principe des vases
communicants), et sont horizontales;

= |e fonctionnement du baromeétre de Toricelli, un tube rempli de mercure retourné sur une cuve
contenant également du mercure, s’explique en considérant que la surface libre extérieure est
a la pression atmosphérique Py. Ainsi au sein de la colonne de mercure, la pression décroit
jusqu'a tendre vers 0 (en réalité dés qu'on atteint la pression de vapeur saturante du mercure,
ce dernier se vaporise. Néanmoins Ps,y >~ 0). La mesure de la hauteur h donne accés a la

0
pression via PH7) — Py = —p(Hg)gh soit Py = p(Hg)gh, et avec p(Hg) = 13,5:103 kg-m 3,
on trouve h = 76.cm lorsque Py = 1 bar.

Ce calcul explique pourquoi I'eau n'est pas utilisée en tant que barometre, car il faudrait une
hauteur de 10 m pour que la pression de |'eau soit quasi-nulle. Cela explique d'ailleurs pourquoi les
pompes a eau aspirantes ne peuvent fonctionner au-dessus de 10 m de la surface libre de I'eau, car
au-dela I'eau se vaporise. Il est alors préférable d'utiliser une pompe refoulante, placée a I'altitude
ol se trouve |'eau.

iii) Champ de pression au sein d’un gaz parfait isotherme
Contrairement au cas des liquides, la masse volumique d'un gaz dépend de la pression. Plus parti-
culierement, si on assimile I'air de I'atmospheére a un gaz parfait,
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_o0m M MP
~dr V. RT,
en notant 7T la température de I'atmosphére, supposée constante par la suite. En suivant le méme

calcul que précédemment, on aboutit a une équation différentielle pour le champ de pression P(z)
(axe (Oz) orienté vers le haut) :

p (2.23)

P dP MP dP 1
—_— =0+ —+ —=—=9g=0<—= — + =P(2)=0 2.24
* ~ T rg &t RT,Y o Tt (2.24)
RTy . o e ,
en posant H = o une hauteur caractéristique associée a cette équation différentielle d'ordre 1.

La condition au limites P(z = 0) = P, conduit alors a

P(z) = Pye™*/H (2.25)

Plusieurs commentaires a ce résultat :

= |a pression diminue exponentiellement avec |'altitude, avec une distance caractéristique H valant
pour I'air ambiant (M = 29,0 g-mol™1) A la température Ty = 288K, H ~ 8,4km;

= on pourra considérer la pression constante a I'échelle de la centaine de metres;

le terme exponentiel se met sous la forme ( Mgz) ( mgz) avec M Ce
. rme exponenti m u rme exp | — =exp| ——= | avec m = —.
P P\ "R, P\ " kT Na

terme correspond a un facteur de Boltzmann qui traduit la compétition entre deux phéno-
menes physiques : la pesanteur, d'énergie potentielle de pesanteur mgz, et |'agitation thermique,
d'énergie kT, qui conduit les molécules de gaz a occuper tout I'espace.

1.3 Poussée d’'Archiméde

Définition

Dans un référentiel R, la poussée d’Archiméde est |a résultante des forces de pression qui
s'exerce sur un objet immobile dans R, par I’ensemble des fluides au repos qui I’entourent.

Considérons le cas d'un seul fluide qui entoure un objet délimité par une surface fermée. Dans le
cas d’'un champ de pression non uniforme, ot le gradient de pression est dirigé vers le bas, I'objet placé
dans le fluide subit des forces pressantes plus importantes sur le dessous que le dessus.

—
A1l
fluide fluide e
'-‘ systéme:'
% pﬂuide .
Ptuide Phuide
: —
mfg
L'expression de la poussée d'Archimeéde peut alors se calculer assez simplement :
—{( Poussée d’Archimede) .

Un corps entierement plongé dans un fluide au repos subit une force verticale ascendante
opposée au poids du fluide déplacé :

II = _pﬂuidevsystéme?]> (2-26)

avec pguide la masse volumique du fluide (pas du systeme), et Viygteme le volume occupé
par le systeme.
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A partir du moment
ol on peut décom-
poser une surface
fermée en plusieurs
surfaces dont on sait
simplement calculer
les forces de pression,
cette méthode est
efficace.

Démonstration

*

Pour le démontrer, rien de plus simple. Enlevons I'objet et remplacons-le par le fluide, de méme

forme et méme volume, occupant la méme position. Cette portion de fluide est a I'équilibre et
. . 7 - > =1 - 7

subit son poids et la résultante des forces de pression : Mmayide § + F'pression = 0. Or, la résultante

des forces de pression s'exerce aussi bien sur le fluide que sur I'objet initial, c’est donc la poussée

d'Archimede :

II = *mﬂuide? = *pﬁuidevrsystémeg (227)

Pour terminer, revenons a |I'exemple du calcul des forces de pression sur la surface latérale d'un cone.
Le cbne dans son ensemble est soumis a la résultante des forces de pression (poussée d'Archimeéde),
que I'on peut décomposer en une force sur la surface latérale, et une sur la base du cone :

=1 (™) g2 = F 4 P (2.28)
et comme la force de pression sur la base vaut :
Frase = P(—(b+ h))SE2 = (P + pg(b+ h))ma?e? (2.29)
il vient
F=tp (T8 g2 = (Pt g+ hymates = —na? (B4 00 (b+ ))& (230)

résultat identique a ce que I'on avait trouvé aprés un long calcul.

Pour appliquer cette méthode, il faut que la surface soit fermée et entierement
entourée de fluides.

Forces de viscosité

Mise en évidence expérimentale : vidéo d'écoulement laminaire de fluide visqueux avec colorants 192-
193, 609, 613, 614.

1.1  Etude de I'’écoulement de Couette plan

Il existe principalement trois types d'écoulement de fluides :

= |'écoulement de Couette est un écoulement de fluide visqueux dans une conduite dont les parois
se déplacent a des vitesses constantes, mais différentes : le fluide est mis en mouvement par le
mouvement des parois ;

= |'"écoulement de Poiseuille est un écoulement de fluide visqueux dans une conduite dont les
parois sont immobiles : le fluide est mis en mouvement par le gradient de pression entre I'entrée
et la sortie de la conduite (comme I'écoulement de charges dans un conducteur ohmique soumis
a une différence de potentiel);

= |'écoulement gravitaire est un écoulement de fluide provoqué par la pesanteur.

On va étudier dans ce chapitre un premier type d'écoulement, appelé écoulement de Couette plan.

Un fluide s'écoule entre deux plans paralléles, celui en z = 0 est maintenu fixe, et celui en z = h se
translate horizontalement 3 la vitesse constante ¥y = vgé,.
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a) Observation du champ de vitesse

° A _ ZA - <A -
h U[] h U(J h U()
i o(Mt=0")=v, (2,t=0")e, —~ o(Mt)=v,(z0)e, ——" v(Mt=00)=uv,(2)e,
] o T
0 : > 0 > () —= >
t=0" t t=00
Du fait des symétries du probléme, en supposant les dimensions horizontales de la plaque trés
grandes devant h, on peut s'attendre & un champ de vitesse de la forme (M, t) = v,(2,t)é,.
* Lors de la mise en mouvement de la plaque, on observe un régime transitoire durant lequel les

couches de fluide a son voisinage se mettent en mouvement, et transmettent de proche en proche
de la quantité de mouvement a des couches de fluide plus éloignées. Au bout d'un certain temps,
le profil de vitesse est linéaire.

b) Expression de la force de viscosité

Z A N

Considérons deux particules de fluide de surface d.S h Y%

horizontale et de hauteur dz I'une au-dessus de -, dS

I'autre, la premiére étant a une altitude z. On peut o 1dZ

construire |'expression de la force élémentaire exer- ' N

cée par la particule de fluide du dessus sur celle du Al (SFH

dessous en lien avec le sens physique : ' T
0 >

= |a force va étre d'autant plus importante que la différence de vitesse entre les deux particules
. s . , . Ovy
est importante, différence spatiale que I'on peut quantifier par e ;
z
= |a particule de fluide va étre freinée ou accélérée par la couche du dessus, selon la vitesse
: . Ovy . o
* relative des deux : si —— > 0, celle du dessus est plus rapide et la force est bien dirigée selon
z
+e, de sorte a I'accélérer, et vice versa;

= plus la surface de contact est grande, plus la norme de la force est importante, donc la force
est proportionnelle a dS';

= |a force dépend du fluide choisi, caractérisé par un coefficient 1 caractéristique d'icelui.
Cela ameéne alors a I'expression :

6?)1;,4» = n%dSe_x’ = 0y = n%e_; (231)

* | et de la méme facon, la force exercée par la particule de fluide du dessous sur celle du dessus

s'exprime par :
- ov
OF_ = —n——dSe, 2.32
t, n Oz € ( )

ou 7 est appelé viscosité dynamique du fluide.

c) La viscosité dynamique
Le coefficient que I'on vient d'introduire, la viscosité dynamique 7, s’exprime en kg-m~1.s7! mais
on utilise plus couramment une unité secondaire, le poiseuille (symbole Pl), correspondant a des Pa-s.
Citons quelques ordres de grandeur :

= I'hélium liquide a trés basse température : ) = 0 (état superfluide, sans viscosité) ;
» airda T =298K et P =1bar:n=1810°Pl (a connaitre);

» eaud T =298K et P = 1bar:n=1,010"3Pl (3 connaitre);

= glycérine pure : n = 0,80 PI;

= huiles : de 1072 3 103 PI (huile de vidange moteur : 7 ~ 0,1PI);

= verre 3 500°C : n ~ 1013 PI.

Chapitre MF2 - Actions de contact sur un fluide



10

Notons que la viscosité des gaz augmente avec la température tout en dépendant peu de la pression,
alors que la viscosité d'un liquide diminue lorsque la température augmente mais augmente avec la
pression, ce qui implique certainement des comportements microscopiques différents pour le transfert
de quantité de mouvement.

111.2 Différents types de fluides

Pour une grande majorité de fluides, qualifiés de fluides newtoniens, |'expression précédente est
valable et la viscosité ne dépend que de la température et de la pression.

Cependant, certains fluides qualifiés alors de non newtoniens ont un comportement plus complexe.
Citons notamment :

= les fluides rhéofluidifiants dont la viscosité décroit si la vitesse de cisaillement augmente (ketchup,
moutarde, sables mouvants);

n les fluides rhéoépaississants dont la viscosité croit si la vitesse de cisaillement augmente (ciment
liquide, suspension de maizéna), cf. https://www.youtube.com/watch?v=G6Cs9VF6Zng;

n les fluides pseudo-plastiques (et les fluides de Bingham) présentent un seuil de contrainte en deca
duquel le fluide ne s'écoule pas (utile pour les peintures qui doivent pouvoir s'étaler et ensuite
ne plus couler spontanément). Par exemple : le dentifrice, la mayonnaise, les fluides électro- ou
magnétorhéorologiques.

fluide de Bingham
dF/S
A

rhéoépaississant

seuil fluide newtonien

’81)1, /0%

111.3 Interprétation physique : un phénomeéne de diffusion (HP)

a) Force volumique de viscosité

Il existe également un équivalent volumique des forces de viscosité agissant sur une particule de
fluide de volume dr. L'expression suivante n'est pas exigible :

?v,visc = UAU (233)

On peut la vérifier dans le cas de I'écoulement de Couette plan précédent. Ecrivons |'ensemble des
forces de viscosité qui s'exercent sur les surfaces en z 4+ dz et en z d'une particule de fluide :

ov ov 9%v
oF, = w dxdy — 2] dzdy = “d 2.34
i 7782 z+dzmy n@z|zxy 7789;2 4 ( )
. , Pv, o " ,
soit dans ce cas présent, fy visc,z = HW cohérent avec la formule qui vient d’'étre donnée.
z

b) Equation de diffusion

Toujours dans le cas de I'écoulement de Couette plan, on admet que |'accélération d'une particule
: . v L . o 5 :
de fluide s'écrit @ = a—;e‘;. L'application de la loi de la quantité de mouvement a une particule de

fluide dans le référentiel de la plaque fixe — supposé galiléen — conduit, avec I'axe (Oz) ascendant a :

0%v,

2
pdT(_i:na avx—» 778'0:6—>

dre, — grad (P)dr + pgdr < Fr e e, —grad P — pge;  (2.35)

22
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soit projetée selon e, en considérant que P ne dépend que de z :

v, n 0%v,

5= o7 (2.36)

Cela correspond a une équation de diffusion, de coefficient de diffusion D = n_ v, appelé viscosité

cinématique. Ainsi le champ des vitesses obéit a une équation de diffusion, correspondant physiquement
a la diffusion de quantité de mouvement de proche en proche au sein des différentes couches de fluide
en mouvement.

IV. Conditions aux limites

Vidéos de conditions aux limites : 174, 175, 184, 185.

IV.1 Conditions d’adhérence a l'interface fluide-solide

Reprenons I'équation différentielle précédente, mais placons-nous en régime permanent. On doit donc

Vg
2
A et B, il faut alors connaitre des valeurs particulieres du champ de vitesse. On va se servir ici du fait

qu'il y a une interface entre le fluide et des solides.

résoudre

= 0, ce qui s'intégre simplement en v,(z) = Az + B. Pour déterminer les constantes

r—( Condition d'adhérence) N

A l'interface entre un fluide et un solide, dans le référentiel d'étude, le fluide ne peut pas
avoir une vitesse différente de celle du solide du fait de la viscosité (le fluide adhére a la
paroi a son contact) :

T (M € fluide, t) = U (M, € solide, t) (2.37)

en notant M un point de I'interface, My un point appartenant au fluide infiniment proche
de M, et My un point appartenant au solide infiniment proche de M également.

. J

P vz Vs z
Ainsi, pour I'écoulement de Couette plan, on a v, (0) = 0 et v, (h) = vy d'oti v, (2) = Vo conforme
aux observations expérimentales du champ de vitesse.

IV.2 Conditions aux limites a l'interface entre deux fluides

La surface libre de I'océan est un exemple d'interface entre deux fluides. Outre la condition cinéma-
tique de continuité des vitesses, on doit ajouter une condition aux limites dynamique entre les forces

de cisaillement : 5 5
Vg Vg
m ( ) =12 ( ) 2.38
0z Jguide1 92 Muide 2 ( )

ZA - i
N ) | | vair alr
Dans le cas précis de I'interface air - eau, 1, = 0,027¢ay, Si :;

. i ;. avx . , h
bien que I'on peut écrire 7, = 0, comme illustré > ealu

; . 0z fluide 1 U (Z)
sur le schéma ci-contre. —>»
»" g

vs

Dans le cadre tres
simplifié d'écoule-
ments dits parfaits,
on peut étre amené
a considérer que le
fluide en contact avec
le solide glisse sur ce
dernier. On le reverra
au chapitre MF5.
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Wi

Barrage cylindrique

i
a3:11]

vue du dessus

On considére un barrage constitué par une portion de cylindre, de rayon R, d’angle « et de hauteur H.
Calculer la résultante des forces de pression exercées sur le barrage. Comparer a la force qui s'exercerait sur le
barrage s'il était plan, avec la méme largueur d’eau.

2.2 Résultante des forces de pression sur un cylindre immergé

Un récipient repose sur une surface horizontale. Le fond du récipient présente en
son milieu une excroissance cylindrique de hauteur L et de rayon R. Le récipient est
rempli d'eau, de masse volumique p, sur une hauteur H supérieure a L. La pression [

R
R
=
atmosphérique est Fj. | 1L
)

1. Déterminer la résultante des forces de pression exercée sur ce cylindre.

2. Considérons un cylindre de hauteur L et de rayon R immergée dans |'eau et
dont le fond est a une distance h du fond du récipient.

(a) Déterminer la résultante des forces de pression s'exercant sur le cylindre.

(b) Vérifier le principe d'Archiméde avec ce systéme. H

2.3 Verre retourné

On remplit complétement d’eau un verre cylindrique de hauteur A = 10cm et de rayon R = 3cm. On pose sur le
verre un feuille de papier, puis on retourne I'ensemble. On constate que dans un premier temps, la feuille de papier ne
tombe pas. Expliquer.

Tout est affaire de pression. Initialement, I'air qui surmonte I'eau dans le verre est a la pression atmosphérique. La pression
au fond du verre est donc égale a cette pression additionnée de la pression hydrostatique correspondant a la hauteur de la
colonne d’'eau. Supposons que celle-ci soit d’environ 5 centimétres. La pression hydrostatique vaut alors 0,5 % de la pression
atmosphérique (dans I'eau, la pression augmente de 1 atmospheére quand on s’enfonce de 10 métres).

Lorsque le verre est renversé et qu'on lache la feuille, la pression s’exercant sur cette derniére dépasse donc légerement la
pression atmosphérique. L'ensemble eau-feuille se met alors a chuter en bloc. Ce faisant, le volume d’air dans le verre augmente,
sa pression diminue et lorsque celle-ci a diminué de 0,5 %, la pression au niveau de la feuille devient égale a la pression
atmosphérique : la chute cesse. Si la hauteur d’air au-dessus de I'eau est de 1 centimétre, on calcule facilement que I'ensemble
eau-feuille descend de un vingtieme de millimétre : une chute imperceptible. |l faudrait évoquer la tension superficielle pour

expliquer pourquoi I'eau ne s’écoule pas malgré une ouverture minime : cette derniére est en effet une interaction attractive.

2.4 Equilibre d’une cloche

Une cloche hémisphérique de rayon a et de masse m repose sur un plan horizontal.
Elle contient de I'eau jusqu’'a une hauteur h. On note p la masse volumique de
I'eau.

Montrer que la cloche se souleve si la hauteur d'eau dépasse une valeur critique A,

que I'on exprimera en fonction des données.

Du fait des symétries, la force de pression exercée par I'eau sur la cloche est verticale et orientée vers le haut. Si cette
derniere dépasse en norme le poids, la cloche va se soulever et I'équilibre mécanique est rompu (dans les faits, il faudrait aussi
tenir compte de la tension superficielle). Calculons donc la résultante des forces de pression selon é2.

Lycée Clémenceau — PSI* — E. Van Brackel



On découpe la surface hémisphérique en des surfaces infinitésimales d'aire dS = adfasin fdyp orienté selon +e,. Alors

=27 /2
F, = // — Py)dSe, = / / pg(h — z)adfasin Odye, - &2 = 2w pga’ / (h — 2z) sin 0 cos 0d0 (2.39)
(S) Omin Omin
Comme z = acos 6, on peut effectuer le changement de variable ot dz = —asin 0d. Les bornes sont alors z = h pour Onin et
z=0pour § =7/2:
0 2 27h 3
—dz z hz hz h
F.=2mpga® [ (h—z)——= =2mpg |— — —| =mpg— 2.40
. = 2mpga _/h( 2)— Wﬂg{2 3}0 TPy (2.40)

1/3
3

Enfin, il y a décollement si F, > mg, soit h > ( m) .
p

2.5 Surface libre d’un cylindre en rotation

Un récipient cylindrique contenant un liquide de masse volumique p est en rotation

autour de son axe a la vitesse constante w. PO 4 <

On admet que dans le référentiel tournant, non galiléen, le principe fondamental "5%750) s
de la statique peut toujours s'écrire a condition d'ajouter la force d'inertie d'en- T
trainement. Pour un point M de masse m et de projeté orthogonal H sur I'axe de liquidei

rotation, celle-ci a pour expression : f.e =mw?HM.
1. Déterminer |'expression de la pression en un point M d'altitude z et distant de r de I'axe de rotation.

2. En déduire I'équation z(r) de la surface liquide. On note R le rayon du cylindre et h la hauteur du fluide sans
rotation (w = 0).

2.6 Manometres

Un manomeétre peut étre réalisé de la maniére suivante. Un tube en U
est partiellement rempli d'un liquide incompressible de masse volumique
p1- Un coté du tube est en contact avec I'atmosphere de pression Py,
I'autre avec un gaz dont on veut mesurer la pression P.

1. Exprimer P en fonction de la la différence de hauteur h = zg — z4.

On considére maintenant le dispositif suivant, appelé un manomeétre hydrostatique a colonne fractionnée :

L'ouverture 3 gauche est de nouveau en contact avec le gaz dont on veut mesurer la pression P, |'ouverture de
droite avec |'atmosphére de pression F.

Un premier liquide incompressible de masse volumique p; emplit les 3 tubes en U dans les parties grisées (AB, CD,
EF). Un second liquide incompressible de masse volumique p3, non miscible avec le premier, emplit les parties non
grisées (BC, DE).

On remplit les tubes de maniére a ce que les points A, B, C, D, E, soient au méme niveau lorsque la pression est
la méme des deux cotés (P = B).

2. Lorsque P # Py, montrer que les hauteurs hy, ho, hs sont égales. Est-ce le cas si, au lieu d'utiliser un liquide
pour le second fluide, on utilise un gaz?

3. (a) Exprimer P en fonction de Py et des hauteurs dans le cas ol le second fluide est un liquide.

(b) Exprimer P en fonction de P et des hauteurs dans le cas ot le second fluide est un gaz.

4. Quel(s) avantage(s) voyez-vous a ce systéme par rapport au tube simple?

Chapitre MF2 - Actions de contact sur un fluide
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1. La pression en A est P (gaz dont on peut négliger la variation de pression avec I'altitude). Par conséquent, en appliquant
la relation fondamentale de I'hydrostatique au fluide incompressible dP(z) = —pgdz. Avec P(A) = P et P(B) = Py,
I'intégration conduit a :

P(B) — P(A) = —pgh <= P = Py + pgh (2.41)

2. A partir du moment o tous les fluides sont incompressibles, les volumes restent constants. Donc si I'extrémité du tuyau
se déplace de h, 'autre extrémité également. Par conséquent hy = ha = hs. Par contre avec un gaz, compressible, les
hauteurs seront différentes puisque les volumes BC et DE ne seront pas identiques.

3. (a) D’aprés ce qui précede, les points A, C' et E d'une part, B, D et F' d’autre part sont a la méme altitude. On a
Py = P = Pp + pigh; Pc = P + pagh = Pp + pigh; Pg = Pp + p2gh = Pr + pigh et Pr = Py D'ou
finalement

P =P+ (3p1 — 2p2)gh (2.42)

(b) Dans le cas des gaz, la pression est quasiment constante du fait de la faible masse volumique. Par conséquent :
P = Py = Pg + pigh1; P = Pc = Pp + pighs; Pp = Pg = Pr + p1ghs et Pr = Py. D'ou :
P = Py + prg(hi + ha + h3) (2.43)

Y )

4. Dans le cas du gaz, la différence de hauteur est répartie sur 3 tubes en U plutdt qu'un seul : cela permet de faire

pig
un manométre plus petit (rappelons que AP = 1bar <= Ah = 10 m pour |'eau).
- P — P, . .. . .
Dans le cas du liquide, on a hy = ﬁ donc on peut facilement en choisissant bien les masses volumiques :
p1 — 2p2
= soit prendre 3p1 — 2p2 =~ 0 de sorte a avoir un appareil trés sensible a de faibles variations de pression ;

= soit au contraire prendre 3p1 — 2p2 trés grand, ce qui permet de mesurer de grands écarts de pression avec un petit
appareil.

2.7 Pression au sommet de I’Everest

On considére que la température de |'air (gaz parfait) décroit linéaire-
ment avec |'altitude. Au niveau de la mer, la température vaut 20 °C, et
au sommet de I'Everest (altitude 8850 m) elle vaut —40°C. La masse
molaire de I'air est M = 29 g-mol~1.

1. Déterminer la loi de variation de la température avec |'altitude.

2. Etablir la loi de variation de la pression avec I'altitude. En déduire la pression au sommet de |'Everest en fonction
de la pression au niveau de la mer.

3. Montrer que, dans I'atmosphére, on a une relation du type PV* = cste. Calculer k.

1. En introduisant 71 = 20°C, T5 = —40°C et h = 8850 m, on peut donc écrire la loi affine de température :

Ty — T

p2=a + bz (2.44)

avec 'axe (Oz) orienté vers le haut.

2. On part de la relation fondamentale de I'hydrostatique projetée selon I'axe (Oz) :

dP —Mg
= - = —2 P 2.45
== T TG (2) (2.45)
soit en séparant les variables :
dP —Mgyg P Mg, ,a+bz
ar dr — In(L) = — 229, 2.46
P~ R ot o) T ) (2.46)
soit en prenant I'exponentielle :
T 2\ TR ST
P(z) =P, (1 i—1)7) 2.47
(2) =P ( N (T1 h (247)
D’ol en z = h, la pression au sommet de |'Everest est :
T Mgh
R(Ty —T:
P(h) = Py (i) ) (2.48)
Ty
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3. On a trouvé précédemment que

M M
111(%) =— le ln(a —;bz) <= In(P) + R—g In(T) = cste (2.49)
Or, si on vérifie une loi du type PV* = cste, via la loi des gaz parfaits P1~*T* = cste, soit encore PTﬁ = cste. On
identifie donc Mg _ conduisant a
Rb  1—k
Mg
Rb Mgh
k= = =125 2.50
Mg — Mgh+ R(T> — 1Y) ’ (250)
1+ b

2.8 Montgolfiere

Une montgolfiere de volume V' = 5000 m? est remplie d'air a la température 7" = 75°C. L'air environnant est a
T = 17°C. L'enveloppe du ballon et la nacelle ont une masse totale m et un volume négligeable par rapport au volume
V. La pression atmosphérique est supposée égale a Py = 1,013 bar a I'extérieur comme a |'intérieur du ballon.

1. Déterminer |'expression et la valeur numérique de la masse volumique de I'air a I'intérieur du ballon et a I'extérieur.
2. Déterminer la valeur maximale de m pour que la montgolfiére puisse décoller.
3. Méme question lorsque le ballon est rempli d'hélium a la méme température que I'air environnant.

Données : Masse molaire de I'air My, = 29 g-mol~! ; masse molaire de I'hélium My, = 4,0 g-mol~?.

MP
1. En supposant qu'il s'agisse de gaz parfait, on passe sans peine de PV = nRT a p = AT Numériquement pext =
1,22kg-m~2 et piny = 1,02kg-m~3.

2. Bilan des forces : poids + poussée d'Archiméde. Il y a décollement si (m + pintV) G — pextV ¢ est non nul et orienté vers
le haut. Il faut donc que

pextVg > (m + pintV)g <= m < (pext — pint)V = 1,0110% kg (2.51)
3. Le méme raisonnement conduit & m < (pext — pue)V = 5,2510° kg.
2.9 Masse de I’atmosphere terrestre

Evaluer de deux facons la masse de I'atmosphére terrestre. Comparer 3 la masse de la Terre, My = 6,0.10%* kg.

On précise que la température moyenne de I'atmosphére terrestre est d’environ T' = 288 K et le rayon de la Terre est
Rr = 6400 km

Chapitre MF2 - Actions de contact sur un fluide
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2. 10 Glissement sur plan incliné

Un bloc parallélépipédique de masse M = 1kg glisse sur un plan incliné d'un angle o = 10° par rapport au plan
horizontal. Ce plan est recouvert d'un film d’huile d'épaisseur ¢ = 5-10"®m. On suppose que le profil de vitesse du
film de fluide entre le bloc et le plan est linéaire. La surface de contact est S = 0,02m? et la viscosité de I'huile

=810"3PI
n= .
Déterminer la vitesse limite de glissement du bloc.

2. 11 Force exercée par un écoulement

On considére deux plaques planes fixes en z = —§ et z = +%, de largeur L, >> a suivant €, et L, < a suivant
-
€r-

Entre ces deux plaques s'écoule un fluide de viscosité 7, avec un débit volumique @. On cherche un champ de
vitesse de la forme T = (bz2 + cz + d)e,.

1. Déterminer complétement le champ de vitesse.

2. Déterminer la force visqueuse que le fluide exerce sur chaque plaque.

2. 12 Viscosimétre de Couette

On considere I"écoulement d'un fluide visqueux de viscosité 7 entre deux cylindres concentriques de rayons R; et
Ry > Ry, tournant autour de leur axe commun aux vitesses angulaires respectives wi et wy. On propose un champ
des vitesses du fluide de la forme

B

1. Déterminer complétement le champ des vitesses.

2. Par analogie avec le cas de I'écoulement plan, exprimer la force de cisaillement exercée par le fluide intérieur sur
le fluide extérieur a travers une surface élémentaire d'aire dS normale i e,. Déterminer le couple exercé par le
fluide sur le cylindre extérieur.

3. On utilise le viscosimetre pour mesurer la viscosité de I'huile d'olive. Un opérateur exerce un couple C' pour
maintenir le cylindre extérieur fixe, le cylindre intérieur tournant a la vitesse constante wy = 3 tours par seconde.
On mesure C = 9,41072N-m. On donne R; = 4,8cm, Ry = 5,0cm, h = 15cm. Déterminer la viscosité de
I"huile d'olive.
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Ecoulements internes in
homogenes dans une

~MF3-

Questions de cours :

Présenter les deux modes de transport de quantité de mouvement, avec leur temps caractéristique associé. Définir
alors le nombre de Reynolds et expliciter son sens physique.

Ecoulement de Poiseuille cylindrique : par la méthode de votre choix, déterminer le champ de vitesses et en déduire
la loi de Hagen-Poiseuille.

Présenter la notion de perte de charge réguliere. Représenter I'allure du diagramme de Moody, en distinguant
différentes zones, et interpréter physiquement.

Capacités exigibles du BO :

Décrire les différents régimes d’'écoulement (laminaire et turbulent).
Relier le débit volumique a la vitesse débitante.
Décrire qualitativement les deux modes de transfert de quantité de mouvement : convection et diffusion.

Interpréter le nombre de Reynolds comme le rapport d'un temps caractéristique de diffusion de quantité de mou-
vement sur un temps caractéristique de convection.

Evaluer le nombre de Reynolds et I'utiliser pour caractériser le régime d’écoulement.

Dans le cas d'un écoulement a bas nombre de Reynolds, établir la loi de Hagen-Poiseuille et en déduire la résistance
hydraulique.

Exploiter le graphe de la chute de pression en fonction du nombre de Reynolds, pour un régime d'écoulement
quelconque.

Exploiter un paramétrage adimensionné permettant de transposer des résultats expérimentaux ou numériques sur
des systémes similaires réalisés a des échelles différentes.




L'observation d'un filet d’eau sortant d'un robinet montre qu'il existe de nombreux types d'écou-
lements selon le diamétre du tuyau, le degré d'ouverture du robinet, etc. L'idée est de caractériser de
maniere générale les écoulements, de prévoir le type d'écoulement selon les paramétres de la conduite
et du fluide. On s’intéressera enfin a la variation de la pression du fluide aux extrémités d'une conduite
afin de permettre un écoulement stationnaire.

. Différents types d’écoulements

.1 Vitesse débitante
Rappelons quelques définitions :

ov
de
mesuré via le rapport entre le volume en sortie d'une conduite et le temps durant lequel
|"écoulement se produit ;

= le débit volumique est défini par D, = // 7 -dS. S'il est constant, il peut étre
(8)

0 —
« = le débit massique est défini par Dy, = d—n; = // pT -dS. Dans le cas d'un écoulement
(5)

incompressible et homogene, on a simplement D,, = pDj.
Dy

On définit alors la vitesse débitante U d'un écoulement de section S par le rapport U = 5 Il
t:

peut &tre vu comme la moyenne de la vitesse du fluide sur une section droite de I'écoulemen

1 —
U=t // ¥-d3 (3.1)
S M)

Le champ des vitesses U ne peut pas toujours étre déterminé, cependant le débit volumique est
accessible expérimentalement, permettant d’évaluer U. C'est cette vitesse que I'on pourra utiliser comme
ordre de grandeur de la vitesse du fluide lors de calculs d’ordres de grandeur.

1.2 Expérience historique de Reynolds

Vidéo de I'expérience de Reynolds. https://www.youtube.com/watch?v=VYiXa0Guc8kg

En 1883, Osborne Reynolds a mené une célébre expérience illustrant les différents régimes d'écou-
lement, représentée ci-dessous par un schéma de Reynolds (a gauche) et sa schématisation (droite).
Un mince filet de permanganate de potassium, de couleur violette, est injecté a I'entrée d'un tube en
verre dans lequel s'écoule de I'eau. La vitesse débitante est réglée via une vanne, et le colorant permet
d'observer |'écoulement dans le tube.

permanganate de potassium

1Y

laminaire

- -

eau

7

turbulent

.

AN

vanne

turbulent (pose trés courte)

Reynolds constata alors que :
= pour de faibles vitesses débitantes, le filet de permanganate reste rectiligne, paralléle aux

parois du tuyau horizontal, traduisant le fait que les couches de fluide glissent les unes sur
les autres sans se mélanger. On qualifie I'écoulement de laminaire;;

* = pour de grandes vitesses débitantes, le filet coloré se mélange trés vite a I'eau qui I'entoure,
en suivant une trajectoire désordonnée et aléatoire. Les particules de fluide tourbillonnent de
facon non réguliére et chaotique, se coupent, voire fusionnent : on qualifie I'écoulement de
turbulent. |l est alors impossible de prédire la vitesse du fluide en un point donné a partir de

. sa connaissance a un instant donné antérieur. .
Bien que la vitesse débitante puisse étre constante, |'écoulement turbulent est une réponse non

stationnaire et aléatoire a une excitation stationnaire et témoigne du caractére non-linéaire des lois
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régissant la dynamique des fluides.

Outre la vitesse débitante, Reynolds a pu également constater que le diamétre de la conduite in-
fluencait I'écoulement et I'apparition du régime turbulent, tout comme la nature du fluide (sa viscosité).
En particulier pour un fluide visqueux, on observe un écoulement turbulent pour des vitesses débitantes
bien plus élevées que pour I'eau, a3 masse volumique équivalente.

Conclusion : I'apparition de la turbulence dépend donc de maniére couplée d'un certain nombre de
parametres, ceci laisse envisager qu'elle est régie par une loi d’échelle, faisant intervenir un nombre
adimensionné que |'on va construire.

Il. Le nombre de Reynolds

N

On cherche a interpéter I'expérience précédente. Deux phénomenes physiques interviennent ici :
d'une part le phénomeéne de convection du fluide, transport longitudinal de quantité de mouvement, et
d'autre part la viscosité, que I'on a interprété dans le chapitre précédent comme étant un phénomeéne
de diffusion de la quantité de mouvement transversalement a |'écoulement. C'est la compétition entre
ces deux modes qui va déterminer la nature de |'écoulement.

1.1 Les modes de transport de la quantité de mouvement

Chaque phérlgméne peut étre caractérisé par un vecteur densité volumique de transport de quantité
de mouvement j a travers une surface orientée d.S vérifiant :

§p=7,-dSdt (3.2)

avec §2p la quantité élémentaire de quantité de mouvement traversant la surface dS pendant dt.

a) Transport par convection

Considérons I'écoulement de Couette plan, étudié au cha- N .
pitre MF2, pour lequel le champ des vitesses se met sous la h Yo plaque mobile
forme U = v,(z,t)e,. Déterminons la quantité de mouve- R
ment élémentaire traversant la surfacgélémentaire perpen- —'
*| diculaire a I'écoulement, de section d.S = dydze, : L dydz I_.
82p, = 6*mu, (3.3) i Incony
. oL—= . >
avec 02m = p¥ - dSdt(= pvydydzdt). plaque fixe

Ainsi par identification, comme 52pm = (pvy 5’) . dgdt, le vecteur densité de courant de convection
* | s'écrit
-
jp,conv = va?}’ (34)
On peut faire une analogie avec les autres phénomeénes de transport : le vecteur densité de courant est
le produit de la densité volumique pv, dgla grandeur physique transportée par le champ des vitesses
(analogie avec le transport de masse ol j ,, = p¥).
L'expression du vecteur densité de courant de convection de quantité de mouvement montre que le
transport par convection se fait a la vitesse ¥, dont I'ordre de grandeur est la vitesse débitante U.
Ainsi le temps caractéristique pour que le phénomene de convection se ressente sur une distance

% | caractéristique L est simplement :

~ (3.5)

Tconv

Sl

b) Transport par diffusion

Toujours pour I'écoulement de Couette plan, étudions I'ef- 2z N
fet de la viscosité. La force élémentaire de viscosité exer- h Y plaque mobile
cée a la travers la surface dxdy par une particulg de fluide /

en z~ sur une particule de fluide en 2zt est 6F, .+ = ; -
* v e i
—nd—rdxdye_;. Cette force élémentaire correspond a un : P
2z 7
transfert de quantité de mouvement élémentaire 67 = L dzdy
dp.es pendant une durée dt 3 travers dzdy dans le sens 0 ‘ - >
1e plaque fixe
— op
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Bien que la quantité de mouvement, grandeur vectorielle, soit orientée selon e, le
phénomene de diffusion se produit selon la direction transverse e..

Ps
dadydt *
la viscosité cinématique v = n :

p

dvg _, , . . .
= fnd—ez, que |'on peut réécrire, comme p = cste en introduisant

. -
Il vient 5 aig = p,

—

7 p.aift = —v grad (pu.) (3.7)

faisant apparaitre une loi similaire a la loi de Fick ou de Fourier. Cela n’est pas trés surprenant avec
I'interprétation physique vue au chapitre MF2, ou v correspondait au coefficient de diffusion de
I"équation de diffusion de la quantité de mouvement.

Le temps caractéristique associé a ce phénomene de diffusion pour une distance L est donc :

*
L2
Tdiff ~ - (3.8)

La viscosité cinématique v s'exprimant en m2-s~!, relie a la fois la masse volumique et la viscosité

dynamique. Ainsi |'eau, bien que plus visqueuse que I'air (d'un facteur 50), est aussi bien plus
dense. Ainsi Veay = 1,010 m?.s7! < 1,5, = 1,5:107° m2:s7! 3 la pression 1,0 bar a 20 °C, ce qui
peut surprendre.

11.2 Définition du nombre de Reynolds

Ces deux modes d'écoulement qui viennent d’étre mis en évidence ont des effets contraires :

= |a diffusion, c'est-a-dire la viscosité, tend a homogénéiser, a lisser les écoulements et sera
* donc le phénomeéne majoritaire d'un écoulement laminaire;

= la convection, c'est-a-dire I'inertie, tend a rendre au contraire I'écoulement plus agité et sera
donc le phénomene majoritaire d'un écoulement turbulent.
On peut alors définir de deux maniéres assez simples le nombre de Reynolds Re, nombre sans
dimension dont la valeur va nous indiquer le régime d'écoulement :
= en utilisant les densités de courant :

-
H]p,conv U? UL UL
Re ~ | Re=== =22 (3.9)
H? diff ’ Py v n
p,di1 V—
L
= en utilisant les temps caractéristiques :
L2
Tdi o UL
Re~ %~ 2= =2 (3.10)
Tconv -~ v
U o
Ainsi : rpe——
= si Re < 1, I'écoulement est laminaire le transport de T E= ———
quantité de mouvement par diffusion domine, ce qui est s ——
équivalent 3 7qif < Teonv car la diffusion se manifeste L e ——
—

plus rapidement ;

= si Re > 1, I'écoulement est turbulent, le transport de
quantité de mouvement par convection domine, ce qui est ==

Transmonal

— bien équivalent a 74i > Teonv- o B—a
Expérimentalement, les conclusions de I'étude réalisée par Reynolds ko

|

montrent que dans une conduite circulaire, la transition entre les == ~ -

Tranaitional

e T R T

== .

deux régimes se produit autour de | Re ~ 2000 | Elle n'est ce-

pendant pas abrupte : autour de cette valeur critique I'écoulement i
possede des phases d'écoulement laminaire ou turbulent. Efé . —

[,
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Exercice

A partir de quelle vitesse U I'écoulement de I'eau dans un tube de diamétre D = 10cm devient-il

turbulent ? Qu'en est-il pour I'air dans les CNTP ?

vRe 1

Uiim = — ~ 2cm-s™ L

pour l'eau, et 30cm-s—* pour |'air. Ainsi |'écoulement d'eau dans une

conduite est rarement laminaire.

La définition du nombre de Reynolds est générale, et ne s'applique pas qu'aux écoulements dans une
conduite. Citons notamment pour des écoulements laminaires : la lubrification de pieces en mouvement,
la circulation sanguines dans les capillaires, I'écoulement de roche, magma ou glacier, etc. Et pour les
écoulements turbulents : I'écoulement atmosphérique, I'écoulement autour d'une aile d'avion ou d'une
voiture, le jet d'eau d'un robinet, etc.

1.3 Similarité des écoulements

L'intérét de définir un nombre adimensionné caractérisant I'écoulement est qu'il fait apparaitre la
notion de similarité des écoulements : deux écoulements a priori différents par leurs propriétés
géométriques et la nature des fluides mis en jeu sont qualifiés de similaires dynamiquement s'ils
possedent le méme nombre de Reynolds.

Ainsi, pour pouvoir étudier I'écoulement d'air autour d'une maquette réduite de voiture a |'échelle
1/100¢, il faudrait augmenter la vitesse de I'air d'un facteur 100 pour travailler avec le méme
nombre de Reynolds. Cela peut s'avérer compliqué a mettre en ceuvre, on peut alors changer de
fluide : I'usage de I'eau n'implique qu’un facteur 7 sur la vitesse.

Notons néanmoins que le nombre de Reynolds n'est pas le seul nombre adimensionné de la mécanique
des fluides (citons les nombres de Mach, Prandtl, Péclet, etc.) et le passage 3 I'échelle réduite ne pourra
pas conserver I'ensemble de ces nombres. Il faut faire un choix quant aux phénomeénes physiques que
I'on souhaite privilégier.

https://www.youtube.com/watch?v=DndctbZkVT8, modeles réduits physiques.

l1l. Chute de pression en écoulement stationnaire dans une conduite
horizontale - Pertes de charge régulieres

Du fait des forces de viscosité, on doit appliquer un gradient de pression entre les extrémités d'une
conduite dans laquelle on souhaite transporter un fluide. L'objectif est alors de déterminer ce gradient de
pression en fonction des paramétres de |'écoulement : on parle de perte de charge réguliére lorsqu’on
considére des conduites horizontales droites de section constante.

I1l.1 Loi de Hagen-Poiseuille

a) Détermination du champ des vitesses

Intéressons-nous a I'écoulement incompressible en régime stationnaire d'un fluide de masse volu-
mique constante p, de viscosité dynamique 1 dans une conduite cylindrique de rayon R, de longueur
L et d'axe (Ox). Cet écoulement est produit par une différence de pression AP = P(0) — P(L) > 0
imposée. On suppose que la pression est uniforme sur la section du tuyau et ne dépend que de z.

Comme |'écoulement est stationnaire, les trajectoires des particules de fluide sont identiques aux
lignes de courant, ce sont des droites paralléles a (Oz). Du fait de I'invariance par rotation autour
% | de I'axe (Oz), on peut supposer que le champ de vitesse ¥ = ve, ne dépend que de z et r. Or,
. , , o v . . :
I"écoulement est incompressible, donc divv = 0 = s Ainsi on recherche le champ de vitesse
X

v =v(r)e,.

Il existe deux moyens d'obtenir I'équation vérifiée par le champ de vitesse, que I'on va présenter.
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i) Loi de la quantité de mouvement a un volume macroscopique

On prend comme systéme un cylindre de rayon r,
de longueur L et d’axe (Oz). On distingue :

= les forces de pression, dont la résultante
vaut simplement Fp = APmr?e, (la résul-
tante sur les parois latérales est nulle, par
% symétrie) ;

= les forces de viscosité sur les parois laté-
rales, de surface 27rL, du fait de I'_é)coule—
ment de la couche de fluide en 7 : Flyiec =

dv
2rrL—eég ;
77 mr dre

= la force de pesanteur, négligée ici.
Comme on est en régime stationnaire, la quantité de mouvement de chaque particule de fluide est
constante au cours du temps, et il en est de méme pour I'ensemble du systéme, d’ou en appliquant
la LQM au systéme dans le référentiel de la conduite, supposé galiléen :
dp i dv dv APr

—- = APnr’e, + n2rrL—e, — = 11
* dt T T L e = G T T L (3.11)

d’ol apres intégration et condition d'adhérence en r = R ot v(R) =0 :

- AP
v
477L
On obtient un profil parabolique de vitesse a symétrie de révolution :

(R —r)es (3.12)

ii) Loi de la quantité de mouvement a une particule de fluide

On peut effectuer le méme raisonnement a un systéme mésoscopique. Cette méthode est ici plus
compliquée, mais est parfois indispensable pour d'autres situations physiques. Le systéme étudié est une
particule de fluide de dimension dr, rdf et dz, située au voisinage du point M(r, 0, z) en coordonnées
cylindriques. Les forces qui s'exercent sur cette particule de fluide de volume d7 = rdrdfdx sont :

= la résultante des forces de pression : —grad (P)dr;

(r+dr)dfdzxe; ;
r+dr

rd@dxer :

. o . . dv
= |a force de viscosité exercée par la particule au-dessus de r+dr : +17—d
r

* = |a force de viscosité exercée par la particule en dessous de 7 :

= |a force de pesanteur, négligée ici.

On note qu'il n'y a pas d’autre force de viscosité, car seules les deux particules de fluide mentionnées
possedent une vitesse différente de celle du systéme.
La LQM conduit alors a

—grad (P)dr + nd—: T+dr(r + dr)dfdze, — ndf: TTd9d$€_x) =0 (3.13)
* o . oP oP . ,
En projetant selon e, et ey, on obtient — =0 et 20 = =0, donc la pression ne dépend que de z.
La projection selon e, conduit alors, a I’ordre 1, a:
dpP d ( dv ) dpP _n d ( dv)
= — =—-——\|r— 14
dxd +77d drdfdz = 0 = = g (3.14)
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On retrouve une situation déja rencontrée dans un précédent chapitre, a savoir une équation de la
forme f(x) = g(r), ce qui signifie dans les faits que les deux membres sont indépendants de r et
de x et constituent une constante K. Ainsi en intégrant et en utilisant les conditions aux limites

P - _ P(L) - P(0) AP
. = K= P(a) = Ko+ P(0) = =220 4 P(0) = K = ==~ (3.15)
ﬂi(@)_ _ AP dv_ AP _AP e o
T G Al sl it Oty G (3.16)

qui conduit aprés une seconde intégration au champ de vitesse que |'on avait trouvé lors de la
premiére démonstration.

b) Loi de Hagen-Poiseuille

A partir de I'expression du champ de vitesse, on peut en déduire I'expression du débit volumique :

R 27 R 4
o AP
D, = // 7-dS = / / o(ryrdrdd = —=27 | (R*r —r®)dr = "R Ap— D, | (3.17)
(S) o Jo nL 0

8nL

Cette formule constitue la loi de Hagen-Poiseuille, faisant apparaitre la dépendance en R* pour le débit
volumique d'un fluide visqueux en régime laminaire. La vitesse débitante vaut alors :

_ Dy _RBAP (3.18)
mR? 8nL '
c) Profil de la pression
On a déja calculé, via I'application de la LQM sur P 11
une particule de fluides, le profil de pressions : o ) S
AP | N I b
P(z) = P(0)— - On peut le visualiser simple- !
ment en connectant a la conduite cylindrique des T
tuyaux verticaux dans lesquels aucun écoulement — ------------------ - >

n'a lieu et qui servent a visualiser la pression dans
la conduite.

Exercice

Justifier I'observation expérimentale. On pourra relier I'expression de h(x) a la pression dans la conduite
cylindrique.

Au sein de chaque tube vertical, le fluide est a I'équilibre mécanique et doit vérifier I'équation
fondamentale de |a statique des fluides. On a ainsi P;(z) = P;(0) — pgz. Or en z =0, la continuité de
la pression implique P;(0) = P(z), avec P(x) la pression au sein d'une section droite de la conduite.
D’'autre part au niveau de la surface libre, la pression est égale a la pression atmosphérique Py, donc

Pi(h) = P,iy. D'ot pgh = P(x) — Pay = cste — Tx, c'est-a-dire que h(zx) se met sous la forme

h(z) = ho — g

7T conforme a |'observation expérimentale.
P9

111.2 Analogie électrocinétique : résistance hydraulique

On peut a nouveau effectuer une analogie avec I'électrocinétique, en introduisant une nouvelle
résistance. En effet, la pression et la différence de pression peuvent &tre associées respectivement au
potentiel et a la tension électrique; le débit volumique peut étre associé au courant électrique, et la loi
d'Hagen-Poiseuille peut donc se réécrire :

AP = P(0) = P(L) = RyyaDy <= U = AV = RI (3.19)

en posant Ruyq = La loi d"Hagen-Poiseuille apparait donc comme I'analogue de la loi d’'Ohm.

nL

s . . ﬂ-R4 N N f} . . s . o

Les résistances suivent alors les mé&mes régles d'association : |a résistance de tuyaux en série (parcourus
par le méme débit) est la somme des résistances de chaque trongon, la résistance de tuyaux branchés en
paralléle (soumis a la méme différence de pression) est I'inverse de la somme des inverses des résistances

de chaque troncon.

La résistance hydrau-
ligue augmentant tres
fortement lorsqu’on
diminue le rayon de la
conduite, cela impose
de séveres limitations
dans le domaine de
la microfluidique ou
pour les capillaires
sanguins.
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C'est bien la viscosité qui est responsable de la nécessité d'imposer une différence de pression pour
maintenir un écoulement stationnaire. En particulier, on peut calculer la puissance dissipée par
les frottements visqueux au sein de I'écoulement et I'on trouve Pyisc = RhydD?,, analogique a la
puissance dissipée par effet Joule.

111.3 Ecoulements quelconques

a) Profil de vitesse

Dans le cas d'un écoulement turbulent, on ' ML Pipe wal
so s . . 02587, 2

ne peut définir le profil des vitesses dans une Ro= 500,000

section, du fait de la composante aléatoire t Ro=4000

3 la fois dans le temps et |'espace de la vi-
tesse locale. On peut cependant effectuer une
moyenne temporelle, ce qui permet d'obtenir
un profil régulier a symétrie de révolution, tel
qu'illustré ci-contre. On n’a cependant que des
lois empiriques pour exprimer (v(M,t)). Ce qui
est a retenir est que globalement la vitesse |
est quasi-constante, |'essentiel des variations
se concentrant sur les parois.

2000
/F{ns

—Vartab profile

Laminar

0293155
T |
Néanmoins lorsque I'écoulement est turbulent, il est impossible d'utiliser la loi de Hagen-Poiseuille :
on doit alors utiliser des abaques ou des lois empiriques.

b) Formule de Darcy-Weisbach

De maniére générale, la chute de pression dans un tuyau de longueur L, diamétre D peut toujours
s'exprimer sous la forme

Wman)

L pU?
AP = )\=— 3.20

D o (3.20)
appelée formule de Darcy-Weisbach. On parle ici de pertes de charge réguliéres. On justifiera
physiquement son expression au chapitre MF5. Le coefficient sans dimension X est le coefficient de

perte de charge dépendant :

= du nombre de Reynolds Re caractérisant I'écoulement ;

= de la rugosité relative ¢, = D ou € est la valeur moyenne des écarts a la surface parfaite.

Exercice
Dans le cas d'un écoulement laminaire, exprimer le coefficient A en fonction du nombre de Reynolds
Re.
En injectant I'expression de la perte de charge AP en fonction de U dans |'expression de A :

8nLu
AP B2 32 64
A= R R o (3.21)
L pU=  LpU pUR  Re
2R 2 4R

car on prend le diametre de la conduite comme distance caractéristique pour exprimer le nombre de
Reynolds.

c) Utilisation du diagramme de Moody

Pour les écoulements turbulents, un diagramme appelé diagramme de Moody permet de déter-
miner le coefficient de perte de charge A\ pour différentes rugosités de conduite. On se place en échelle
logarithmique afin de prendre en compte la trés grande plage de variation du nombre de Reynolds :
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= Matérian e (mm) ; 5x10
'E 0.0157 ‘: Béton, grossier 0.25 HH 1% 10—4
&) 1| Béton, neuf lisse 0.025 ' A
' | Tube laminé 0.0025 -
&EQ : Verre, Plexiglass 0.0025 110
@] 001__:_ Fer, Fonte 0.15 5X10 2
O ' ' | Egout, usé 3.0 ,
7| Acier, revétement. ciment 0.1 . . _
E--| Acier, rouillé 0.5 S 10 °
1| Acier, de construction ou forgé | 0.025 L Hx 10_6
Camtaion v e 10 [T s e 1076
10° 10 10° 106 vd 107 108
Nombre de Reynolds, Re = %
. N 64
* = Tout a gauche, on retrouve la courbe concernant les écoulements laminaires, ol A = e’
€

indépendant de I'état de surface de la conduite;

Dingramme de Moody

= pour un nombre de Reynolds compris entre 2000
et 3000, on a une zone de transition, la valeur
lue est a prendre avec précaution ;

= pour des valeurs supérieures de Re, |'écoulement

Covlfsacnt do perie do charge L

est turbulent : on calcule d'abord la rugosité rela-
tive pour déterminer la courbe a considérer (axe 3.
de droite), puis on lit pour une valeur de Re
le coefficient de perte de charge A sur I'axe de i
gauche. L. o :
Nombae e Heynaide, Re — €24
Que retenir physiquement de ce diagramme?
= plus le tuyau est rugueux, plus A est élevé et la chute de pression importante pour une vitesse
débitante donnée;
= plus le fluide est visqueux, plus le nombre de Reynolds est faible, donc plus A est grand;
= 3 grand nombre de Reynolds, ce qui est majoritairement le cas des écoulements industriels,
* le coefficient de perte de charge est quasiment constant (on se situe a droite de la courbe
g R . AL pU?
en pointillés de « turbulence compléte »). Dans ce cas, la chute de pression AP = 6%

est proportionnelle 3 U2, mais inversement proportionnelle au diamétre, ce qui indique bien
que pour des écoulements turbulents, les effets de la viscosité n'interviennent de maniére
conséquente qu'au voisinage de la paroi.

IV. Chute de pression en écoulement stationnaire au niveau
d’obstacles - Pertes de charge singulieres

IV.1 Coefficient de perte de charge singuliere

Lorsque le fluide rencontre certains éléments spécifiques d'une conduite (coude, vanne, changement
de section brusque ou progressif), des chutes de pression se produisent également : on parle de pertes

NRANY} NP SAIJR[OI 9IISOSNY

2.l
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de charge singuliéres. Elles se mettent sous la forme :

pU2

AP =P (3.22)

faisant apparaitre un coefficient de perte de charge smgullere ¢ (parfois noté K ou A également) qui
est également tabulé, comme illustré ci-dessous :

Ei::rgisseme nt brusque Divergent

K=(1-58/S.) < KE=(1-58"Vsna
SIJ i 5 5,

'- Rétrécissement brusque Convergent
= (Uﬂ <1} K= u-1)sna
= Lg‘_ ."l L"F '_—|—:1—L f”' | 'S: IIHISI ﬂﬁz

Coude brusque Coude arrondi

;
(=

. o
K =sin" ax+23n

"‘ \{O‘.
\ K - %lo131+ 1,847(D/R)*
= ]
Entrée de canalisation brusque Entrée de canalisation progressive
K =03 K =004

1

section S section S,

—

Notons en particulier dans le cas d'un rétrécisse-

ment brusque de section qu'il apparait une zone dite - _;k l‘/ section 53
J N ; ~ i ; — e

d'eau morte ou le fluide parait quasi-immobile, et — =,

d'un rétrécissement juste en aval du changement de —’///—— 2

section : on parle de section effective S.. @

a

IV.2 Exemple

Considérons un écoulement de pétrole dans un oléoduc. La conduite est de rayon R = 0,60 m et les
aspérités du tuyau ont une taille moyenne de 0,25 mm. La viscosité du pétrole est de 0,3 Pa-s, sa masse
volumique est p = 0,853 kg-L™! et le débit volumique est de 3,5m3.s71.

Exercice
Déterminer la différence de pression a imposer a un oléoduc de 1km s'il présente au milieu un coude
arrondi de rayon de courbure R. = 2m avec un angle de 45° ainsi qu'un agrandissement de section

d'un facteur 2. D
2Rp——-

)
Calculons le nombre de Reynolds : Re ~ TWRQ =1,0610% et U =3,1m-s !
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s - . 0,251073
= Concernant les pertes de charge réguliéres, la rugosité relative vaut ¢, = ’T =2110"%
ainsi une lecture sur le diagramme de Moody conduit 3 A ~ 3.1072;

= pour les pertes de charges singulieres, on peut calculer les coefficients associés au coude (coudge =

1\2
0,11 et a l'agrandissement (uor = (1 — 5) = 0,25.
En conclusion, en additionnant les pertes de charges :

2 AL
AP = % <Ccoudc + Cagr + 7) =1,04 bar (323)

D

AL
On note que — = 25 > (agr, Ceoude © les pertes de charge singuliéres sont ici prépondérantes, du fait

de la grande longueur de conduite.
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Ve il

Chateau d’eau

z Un chateau d'eau de hauteur h = 25m, alimente un village en eau potable.

h 1. Pourquoi peut-on dire que le fluide est quasiment au repos dans le réservoir ?
Que vaut alors la pression au pied du chateau d’eau?

2. Soit une conduite cylindrique de longueur L = 100 m et de section S = 1cm?
partant du pied de ce chiteau d’eau. L'autre extrémité est a I'air libre. Quel

L
débit peut-on attendre, en supposant a priori |'écoulement laminaire? En
[ P . -
déduire la valeur de la vitesse débitante U.

3. Calculer le nombre de Reynolds pour cet écoulement. Conclure.

4. Dans une maison, on souhaite obtenir des débits assez importants pour remplir une baignoire par exemple. Dans
certaines maisons anciennes, on n'obtient pas satisfaction, on dit qu'on manque de pression. Qu'est-il préférable
de faire pour obtenir un débit plus important ?

1. Considérons un écoulement incompressible de I'eau. Par conséquent le débit volumique est identique au sommet et dans
la conduite. Comme la différence de section est importante, la vitesse au sommet est beaucoup plus faible que la vitesse
au pied du chateau. Le fluide est donc quasiment au repos. On peut alors appliquer les relations d'hydrostatique, et la
pression au pied du chateau d’eau vaut simplement P = Py + pgh = 3,5 bar (1 bar tous les 10 m pour de I'eau).

2. Si on suppose |'écoulement laminaire, on peut donc appliquer la relation de Poiseuille et

4 2
TR S<pgh _ _
Dy =2 AP =2PI0 _ 10103 mds ! (3.24)
8nL 8mnL
en considérant que le fluide, en sortie de canalisation, est a une pression de Py = 1bar. Soit une vitesse débitante
U= Dy _ 10m-s*
=3 = .
T pU2+/ S/ 5 . , . )

3. Le nombre de Reynolds s'exprime ainsi : Re ~ ———— ~ 1,1-10°. Donc I'écoulement n’est pas laminaire, et la relation

n
de Poiseuille ne s'applique pas.

4. Comme on peut difficilement modifier la longueur de canalisation entre la baignoire et I'arrivée d’eau, le mieux pour
augmenter le débit consisterait a augmenter le diamétre des tuyaux, qui se sont certainement réduits avec le temps et les
dépots de calcaire.

3.2 Ecoulement du sang dans une artere

Le sang est assimilable a un fluide incompressible visqueux, de masse volumique p et de viscosité 7. Il s'écoule dans
une artére modélisée par un cylindre vertical de rayon R, de hauteur h et d’axe (Oz) ascendant. On se place en régime
laminaire permanent. La vitesse du fluide est de la forme ¥ = v(r) e;.

En z = h, la pression est prise égale a P; et en z = 0 elle vaut P; + pgh + AP ou AP est la surpression imposée
par le coeur a la base du cylindre permettant I'écoulement du fluide malgré la viscosité.

1.

Appliquer la loi de la quantité de mouvement au fluide contenu dans un cylindre de rayon r < R et de hauteur

. . dv
h sachant que I'on est en régime permanent. En déduire e puis v(r).
T

Déterminer le débit massique D,,, en fonction de AP et des autres données.
On s'intéresse a une artére telle que h =0,50m, R =40mmet D,, = 5,0102 kg-s_l. La masse volumique du
sang sera prise égale 3 p = 1,0-103 kg-m~3 et la viscosité dynamique a = 4,0103 PI.

(a) Calculer AP dans I'artere.

(b) Le rayon de I'artére est divisé par 2 a AP fixé. Par quel facteur est divisé le débit massique de sang?

(c) Exprimer le nombre de Reynolds Re de I'écoulement en fonction de p, R, AP, n et h. Le calculer numéri-
quement. L'écoulement est-il plutoét laminaire ou turbulent?

1. Appliquons la LQM, apreés avoir fait un bilan de forces au systéme proposé :
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2.
3.

3.3

= poids P= —mge, = —prr2hg;

= résultante des forces de pression :

—

Fy, = _Pymriel + (P1 + pgh + AP)WTQC_; = pghﬂrze_g + APrries (3.25)
—x 1
= la résultante des forces de viscosité exercée par le fluide en 7 sur la paroi extérieure du cylindre : F'y, = 1727rrh§e_£
D’'ou q
P+ F)p +Fy=0 = —prr’hg + pghmr® + APrr® + 7727rrhd—v =0 (3.26)
T
conduisant a 4 AP
v r
— =— 3.27
dr 2nh ( )
R . r’AP . . . : L
L'intégration conduit a v(r) = — i + cste. En considérant que la vitesse au niveau des parois est nulle, il vient
nh
finalement AP
2 2
v(r) = anh (R -r ) (3.28)
Caleul classique, on trouve Dy = p [[ o, U - ds = ULHLAP.
H(S) 8nh
(a) L'application numérique conduit a 0,01 bar.
(b) Par 16!
(c)
) D pRzAP
U2R 2 R3AP
n n n an*h

On est donc a la limite de la turbulence.

Oscillation d’une plaque dans un fluide visqueux

—
(&

Une plaque horizontale est animée d'un mouvement sinusoidal de vitesse ¥ = vg cos(wt) €,. Elle est surmontée
d'un fluide visqueux (viscosité 1) supposé incompressible (masse volumique p).

En négligeant les effets de bord, le champ des vitesses dans le fluide peut s'écrire ¥(M, 1) = v.(2,t) €, et le champ
de presiion P(M,t) = P(z,t). On précise que dans cette situation, I'accélération d'une particule de fluide s'écrit

—
a =

v
E.
o , . Oug O%v, .
. Montrer que v, (z,t) doit vérifier |'équation o = Z/W ot v = n/u. Comment appelle-t-on une telle
équation ?

. On cherche en régime sinusoidal forcé une solution complexe de la forme v, (z,t) = f(z)e/*t. Déterminer la

fonction f(z) et donner I'expression du champ des vitesses en notation réelle. On posera § = \/Z—Z. Commenter.

. AN. : calculer § pour une fréquence de 500 Hz pour I'eau (viscosité & connaitre) et pour la glycérine (n = 2,33 PI

et p=1,26-10%kg-m~3).

. En déduire la puissance moyenne par unité de surface que doit fournir un opérateur pour entretenir le mouvement

de la plaque.

. Cf cours MF2, en appliquant la LQM a une particule de fluide qui subit les forces de viscosité sur le dessus z + dz et sur

le dessous z. Equation de diffusion !

. Injectons cette forme de solution dans I'équation précédente :
2 2
. Jwt dfjwl, df_w _2
f(2)jwe =va© @@*];f(z)*Jéﬁf(z) (3.30)
. . R e oo 27 1+ 2 .
On résout en résolvant le polynéme caractéristique associé r~ = 52 C est-a-dire r = + car (14 j)* =2j. Donc :
147 1+
f(z)=4e 6 4+ Be ¢ (3.31)
Comme f ne peut diverger, A = 0 nécessairement. On peut alors réécrire le champ des vitesses :
Ty 2 .
vi(z,t) = Be de \ 6/ = u,(2,t) = voe I cos <wt — S) (3.32)
/]\
R
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en se servant de la CAL en z = 0. On a donc une onde progressive dirigée dans le sens des z croissants, mais dont
I"amplitude décroit avec une distance caractéristique 9.

3. AN : oau = 2,610 ° m et dgly = 1,1 mm. La propagation est d'autant plus atténuée que la viscosité est faible.

— d — . -
4. La plaque subit la force de frottements visqueux F' = 771—1) >e,. Donc la puissance associée est :
dzl.=0
2 > 1 1 .
P=F-v(z=0)=nvo <_Z coswt + 5 sm(wt)) Swvo cos(wt) (3.33)

soit pris en moyenne, avec {cos(wt)sin(wt)) =0 et <0052(wt)> =1/2:

ERNES ) (Pop) _ , 1%
(P) = =g 558 =~ = +5 (3.34)

car la puissance de |'opérateur doit compenser exactement la puissance dissipée par frottements.

3.4 Plaque tectonique

On considére une plaque tectonique aussi appelée lithospheére, de longueur
L, d'épaisseur hp, qui se déplace suivant I'axe Oz, a une vitesse constante et

uniforme vg. Cette plaque repose sur |'asthénosphére qui a une épaisseur h 4.

lithosphere *0_ p

Les densités de la lithosphére et de I'asthénosphére sont ici supposées égales. ()
On prendra l'origine des ordonnées sous la plaque, a la surface de I'asthé-
nosphére. On considérera que L >> hy, et hy et on admettra que la vitesse asthénosphere P.M
dans I'asthénosphére v, (z) est paralléle a I'axe Ox. Au bas de I'asthénosphére v.(z)

(z = —ha4), la vitesse est nulle. On note p(z, z) la pression dans |'asthéno- =

sphére. iy

X

L
1. En admettant que le gradient horizontal de pression est nul, exprimer la pression en fonction de z. On négligera

la pression a la surface de la plaque. Calculer le profil de vitesse dans I'asthénospheére. Quelle est la contrainte
tangentielle visqueuse qui s'exerce sous la plaque en mouvement ?

2. Exprimer en fonction de vy, hy, et hy le débit volumique D, induit par le déplacement de la lithospheére et de
['asthénosphére par unité d'épaisseur suivant Oy.

3. Le déplacement global de matiére en surface est maintenant compensé par un flux de retour qui assure un

- . . . . . . opP
débit volumique globalement nul. Montrer que cela impose I'existence d'un gradient de pression horizontal ErS
x

oP . o . . . .
Calculer — en fonction de hyp, ha, vo et i ainsi que le profil de vitesse v, (z) résultant. On pourra ensuite
x
hrp 1 S .
poser A =6 ™, + 3 pour simplifier les expressions.
A

4. A quelle profondeur la vitesse s'annule-t-elle dans I'asthénosphére ? Quelle est la vitesse maximale de retour ?

Tracer v, (z)/vo en fonction de z/h4 en prenant A = 4.

5. Exprimer la contrainte tangentielle visqueuse qui s'exerce sous la plaque en mouvement en fonction de 7, vy, hp,
et hs. Comment se compare-t-elle a celle obtenue en 1) ?

6. Montrer que I'existence d'un gradient de pression horizontal doit conduire a une inclinaison de la litosphere (on
admettra que l'inclinaison est suffisamment faible pour que la vitesse de I'écoulement dans |'asthénosphére reste
horizontale). Exprimer la différence de hauteur entre les deux extrémités de la plaque.

1. Si le gradient horizontal de pression est constant, |'application de la relation fondamentale de |'hydrostatique conduit a

P(z) = P(0) — pgz avec l'axe z orienté vers le haut. Etant en régime permanent, la LQM appliquée a une particule de
d*v,
fluide de I'asthénospheére conduit a dUQ = 0 donc vz (z) = B + Cz. Avec les deux CAL v, (—ha) = 0 et v,(0) = vo, il
z

vient vz (2) = vo (1 + }—) La contrainte tangentielle s'écrit alors pour la plaque en mouvement :
LA

— v, —
oty = —77( v €r = —n&em (3.35)

dz ha

2. Le débit volumique se décompose en deux parties :

= le débit dans la lithosphére, valant simplement Dy = vohr Ly ;
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= |e débit volumique dans |I'asthénospheére, ou il faut effectuer le calcul d'intégrale vu que la vitesse n’est pas uniforme :

2

0 0
Dya =L, va(2)dz = Lyvo {z + Z—} — Lyuta (3.36)
s 2hal _, 2
—naA
Dy + Dy,a
Donc le débit global par unité d’'épaisseur suivant (Oy) vaut D, = % = (hL + %‘)
y
3. Appliquons a nouveau la LQM a une particule de fluide se déplacant a vitesse constante (débit nul) :
S 1 d2vz — — e
—grad PdT + 17 2 e, —pgdre; = 0 (3.37)
. N~ ., OP . . N
conduisant en projection selon €2 a 5, = P9 soit P(x,z) = —pgz + f(x). Puis en projection selon (Oz) :
d*v, 0P
el m (3.38)

sinon on aboutit au méme champ de vitesse que précédemment, dont on a vu qu'il conduisait a un débit non nul. Comme

S . ) ) — . . oP
on a une égalité entre deux fonctions, I'une de z, I'autre de x, cela implique nécessairement que 97 = cste = a. On va
z

alors écrire le profil de vitesse, utiliser les CAL et calculer le débit pour trouver « :

v(z) = %22 +az+b (3.39)
avec v(0) =vo =bet 0= %hi — aha + vo conduisant au champ de vitesse :
_« 2 z
v(z) = % (z + hAz) + vg (1 + H) (3.40)

On calcule alors le débit volumique par unité d’épaisseur suivant (Oy) :

0 3
OZ]'LA (hL 1)
D, = — = 2L 41
/7}1A v(z)dz + vohr 121 + voha T3 (3.41)
- "y . oprP
En écrivant sa nullité, on peut alors exprimer o = e
oP 12nvo (hL 1) 2 Anvg
- = =42 = 3.42
T 9r T hy \ha "2 12, (3.42)
et on peut réécrire le champ de vitesse :
z\? z
v(z)=v (A=) +(A+1)= +1 (3.43)
ha ha
2
4. La vitesse s'annule lorsque A (hi) + A+ l)hi + 1 = 0, admettant pour solution z = —ha (nécessairement) et
A A
_ _ha
=—0
La vitesse est maximale pour 242 + A+l =0, c'est-a-dire pour z = ;hA(A + 1), et la vitesse maximale vaut alors
hi ha 2A
e = — A= (3.44)
max — 4A .

2
Pour A = 4, on trace donc la fonction f(z) = ? =4 (i) + 5hi +1:
0 A

v(2)/vo

Z/hA
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5.

3.5

. dv V) . s , o g
On a cette fois 7y = f'r]d—e‘; =-n(A+ 1)h—oe‘; Elle est plus importante que pour I'écoulement que I'on avait étudié

auparavant.
La pression s'écrit dans |'asthénosphére P(x, z) = —pgz+ax+ P(0,0). Si on exprime le fait que la portion de lithosphére
comprise entre x et x + dz, y et y 4+ dy est en équilibre sous I'action de son poids et de la force pressante exercée par
I"asthénosphere, on obtient :

—phrdxdyg + (ax — pgz + P(0,0))dzdy = 0 (3.45)
Cela implique en (x =0, 2) : —phrg—pgz+P(0,0) = 0eten (x = L,z+Ah) : —phrg+(aL—pg(z+Ah)+P(0,0)) =0

conduisant simplement a
alL

P9

Ah = (3.46)

Modélisation des voies respiratoires

Dans un arbre bronchique, les voies respiratoires se divisent par dichotomie avec
une réduction systématique de la longueur et du diamétre. Dans le probléme on
suppose que la trachée se divise en deux bronches. Chacune d'elles se divise a son (1), Ri. Vi
tour en deux autres, et ainsi de suite. Nous notons « générations » les différentes
subdivisions qui seront indicées par les nombres successifs, p : la trachée est la
génération p = 1, les bronches p = 2, et ainsi de suite. L

On se place en régime stationnaire et I'air est assimilé a un fluide de viscosité

n = 1,8.107° PI. Il y a 23 générations de voies aériennes dont les 16 premiéres

sont conductrices. Une bronchiole de génération p est assimilée a un cylindre de

rayon 7, et de longueur £,,. . 4 IO A, ol

On admet que la loi de Hagen-Poiseuille est valable pour p < 16.
La figure représente les quatre premiéres générations d'un arbre bronchique. A chaque génération chaque dimension
longueur et rayon est multipliée par h, constante inférieure a un, identique, pour les deux dimensions.

1.

Déterminer le nombre N(p) de bronchioles a la p®™® génération en fonction de p ainsi que le rayon rp et la
longueur £, de la bronchiole de génération p en fonction de p, h, r1 et ¢, valeurs pour p = 1.

Exprimer le volume V,, d'une bronchiole de génération p en fonction de Vi, h et p. En déduire le volume total
V¢ de génération p. On posera X = 2h3. Exprimer le volume V; de I'arbre composé de n générations.

Calculer la résistance hydraulique R,, d'une bronchiole de génération p en fonction de R; (résistance hydraulique
pour p = 1) et p. En déduire la résistance hydraulique totale de la génération p puis la résistance hydraulique
totale de I'arbre qui contient n générations.

Montrer que le volume total diverge quand n — oo pour h supérieur a une valeur critique h, dont on précisera
la valeur numérique. A quelle condition sur h la résistance hydraulique diverge-t-elle ?

Pour I'homme, h a été mesuré a h = 0,85. Estimer la variation de pression entre |'entrée et la sortie des 16
premieres générations correspondant a une inspiration normale.

La modélisation par la loi de Hagen-Poiseuille est-elle pertinente ici?

1. Le nombre de bronchioles vaut simplement N(p) = 2. De méme 7, = 1 h? ! et £, = (AP~ L.

On peut calculer le volume d’'une bronchiole pour p = 2 : Vo = 7r3ls = wrih?(ih = Vih3. Par récurrence, V, =
Vi (R*)P~1. Le volume de la génération p vaut alors V,; = N(p)V,, = V1 XP! en posant X = 2h°.

. 1-X"
Le volume total est alors la somme de tous les volumes partiels : V; = Z[::I Vi XPl = Vlﬁ'
8nl1 8nlih Ry L Ry , . ,
Comme R; = ol o = p— =75 Donc on peut généraliser et R, = PECEDR Comme les résistances sont montées
en dérivation, c'est la somme des inverses :
1 1 N(p) Ry
= — = — R, = 3.47
Ryt Z R, R, PET X1 (3.47)
puis la résistance hydraulique totale, pour une association en série :
n 1 — L
Ry = Z Ryt = R 7‘Xi (3.48)
p=1 1-=

1
Il'y a divergence si X > 1, la valeur critique impliquant 2h% = 1 <= h, = —

T\/Q

= 0,79. IL y a donc divergence du volume

si h > he. A l'inverse la résistance hydraulique divergence si h < he.
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5. On veut utiliser la loi de Hagen-Poiseuille AP = Dy R;. Il faut donc calculer Ry, puis R: et enfin D,. On prend quelques
ordres de grandeur : ¢; ~30cm, 71 ~ 1cm. Donc Ry ~ 1,410° Pa-s-m3, puis R n—16 = 7,1-10° Pa-s-m>.
Enfin pour estimer D, une respiration apporte environ 1L d'air et dure environ 25, donc D, = 510 *m*s . Ainsi
AP = 3,5Pa, ce qui est particulierement faible (mais compréhensible, I'air peut plus facilement &tre mis en mouvement).

Dv
Pair T_RQ 2R

6. Si on calcule le nombre de Reynolds, on trouve Re ~ ~ 2300 pour R = r1, et jusqu’a 30-10° pour p = 16.

n
La loi de Hagen-Poiseuille ne semble pas étre tres pertinente !

3.6 Calcul de pertes de charges

On étudie I'écoulement de gazole depuis une citerne enterrée en direction du réservoir d’'une voiture. Le schéma
ci-dessous modélise simplement le circuit du fluide. On admettra que la pompe utilisée ici génére une perte de charge
singuliere de coefficient Kompe = 6, et de méme pour le convergent, Kqony 2 0,55.

D — E: Coude arrondi a 90° de rayon de

Coude brusque 3 90° courbure égal 3 10 cm

\ /

citerne enterrée
N . airala
air a la pression Py A pompe .
- pression Py
h
gazole
réservoir du véhicule
e|C,

B e »

/ ° \
Convergent

Calculer la valeur totale des pertes de charge a I'aide des données de I'énoncé et du cours.

Données : section de la citerne au point A S4 = 1,00 m?, section de 'ouverture au point B Sg = 1,00:10~3m?,
longueur des sections droites L ~ 10 m rayon des sections des conduites et des coudes a = 1,80 cm, masse volumique
du gazole p = 840kg-m~3, viscosité dynamique du gazole = 5,01073 P, vitesse moyenne dans les conduites
Umoy =~ 4,5 m-s—!, les conduites sont en acier forgé.

B — C: Coude brusque a 90°

On peut calculer les coefficients de perte de charge pour les trois coudes :

. 2
Keoudes = 2 % (sin*(m/2) + 2sin* (r/4)) + /2 (0,131 + 1,847 (2 1,80~10*2/0,1)7/2) = 3,00 (3.49)

m
Via le diagramme de Moody, on détermine le coefficient de perte de charge réguliére via le Reynolds et le type de conduite (acier

PUmoy 20

forgé) : Re ~ ~ 2,710% et 2 ~7107%: XA~ 26102 Ainsi en regroupant les divers éléments :

? L
AP = % (Kcoudes + Kl)f)mpe + Kcouv + ;7) - 1143105 Pa = 1143 bar (350)

Notons que AL/(2a) ~ 7,2 : les pertes de charges réguliéres contribuent presque a la moitié des pertes de charge totales.

Chapitre MF3 - Ecoulements internes incompressibles et homogénes dans une conduite cylindrique
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Questions de cours :

Décrire a I'aide de schémas |'écoulement autour d'une sphére en fonction du nombre de Reynolds. On commentera
I'évolution du coefficient Cz (que I'on définira) en fonction de Re.

Définir la couche limite, obtenir en ordre de grandeur son épaisseur et exprimer le nombre de Reynolds associé a
I"écoulement dans la couche limite.

Présenter les coefficients de trainée et de portance pour une aile d’avion. Définir le nombre de Reynolds. Décrire le
comportement d'une aile d'avion a I'aide des représentations des coefficients de trainée et de portance en fonction
de I'angle d'inclinaison.

Capacités exigibles du BO :

Associer une gamme de nombre de Reynolds a un modéle de trainée linéaire ou un modeéle quadratique.
Pour les écoulements a grand nombre de Reynolds décrire qualitativement la notion de couche limite.
Définir et orienter les forces de portance et de trainée.

Exploiter les graphes de C, et C, en fonction de I'angle d'incidence.




I. Généralités

1.1 Cadre de I’étude

Dans le chapitre précédent, on s'était intéressé a I'écoulement a I'intérieur d'une conduite, laissant
entrevoir I'importance du nombre de Reynolds quant a la description de I'écoulement du fluide, avec
|"apparition de turbulence pour de grands nombres de Reynolds. On va maintenant observer a nouveau
I'écoulement incompressible et homogene d'un fluide (de viscosité 7 et de masse volumique p), mais
autour d'un obstacle : on parle alors d'écoulement externe. Dans toute la suite, on pourra adopter
deux points de vue équivalents :

= celui ou |'objet est en déplacement a la vitesse ?Sol/ﬂ dans un fluide immobile;

= celui ou I'objet est fixe et I'écoulement trés loin devant I'objet est a la vitesse T)’ﬂ/sol = —T)’SO]/ﬂ =
U oo, d'aprés le principe de relativité galiléenne.

C'est grace a ce dernier point que les études en soufflerie réalisées sur des véhicules immobiles
sont pertinentes (avec une mise a I'échelle éventuelle, par exemple pour des avions, en respectant la
conservation de certains nombres adimensionnés, cf. MF3). Dans toute la suite, on utilisera le point de
vue d'un objet fixe, et on note la vitesse d'écoulement du fluide 3 I'infini en amont de I'obstacle 7 .,
de norme U.

1.2 Actions mécaniques d’un fluide sur un corps solide

L'écoulemeﬂ:c d'un fluide autour d'un corps crée
une force R correspondant a la résultante des
forces de pression (en ne considérant que les forces
de pression dues a I'écoulement) et de viscosité.

— — -
., On la décompose selon R = Fy + F',, ol :
Par exemple si on étu-

. 17 -
die |'écoulement de = F'; est la force de trainée, colinéaire 3 ¥ o,
I'eau autour d_U” obs- orientée dans le méme sens que la vitesse de
tacle, on ne tient pas I'écoulement et responsable de la résistance
compte dans cette du fluide:

force R de la résul-
tante des forces de
pression obtenue par
la loi fondamentale de
I"hydrostatique.

N
= F', est la force de portance, orthogonale
x>
3 U, responsable notamment du vol des

avions.
On définit alors deux coefficients sans dimension C, et C, associés respectivement a la trainée et

a la portance :
* |7
Cy = 7 et C, =
§pSU2

(4.1)

ou U est la norme de la vitesse a I'infini, et S la
surface droite présentée par |'objet en écoulement,
* appelée maitre-couple. |l s’agit de la surface que
dessinerait I'ombre projetée de |'objet éclairé par
un faisceau lumineux paralléle de direction ¥
sur un écran perpendiculaire a cette direction.

Nous verrons dans la suite de I'étude qu'ils dépendent du nombre de Reynolds de I'écoulement
autour de |'obstacle.
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1.3 Couche limite

Montrer les vidéos 604, 605, 609, 613, 614 : introduction a la couche limite, et influence du nombre de
Reynolds sur son épaisseur.

Ces différentes expériences mettent en évidence des fluctuations spatiales assez rapides du champ
de vitesse dans une zone d'extension assez limitée proche de I'obstacle : on parle de couche limite
(car en général une de ses trois dimensions est beaucoup plus petite que les deux autres). Elle
est évidemment due a la non-pénétration du fluide dans le solide (imposant que la composante de
la vitesse perpendiculairement a la surface s'annule), mais également a l'influence de la viscosité
du fluide (imposant une condition d'adhérence aux parois de I'obstacle). Au-dela de cette couche
limite, le fluide s'écoule de maniére quasi-parfaite, c'est-a-dire que les effets de la viscosité sont
néeligeables.

Vidéo 619, plague en mouvement avec la croissance de la couche limite.

On peut évaluer son épaisseur, en se basant sur o
I'expérience de la plaque se déplacant a la vitesse U
. -y . . ., A .
constante U, initialement immobile. A un instant — S
t quelconque, la couche limite observée a 'arriere —= P .
7 . .z s —_— [

de la plaque prend une épaisseur ¢ liée aux phéno- —
menes de diffusion de quantité de mouvement par - v — .

—_— s H
viscosité, durant un temps caractéristique 7 ~ i = N

h L
D’ou, avec les résultats établis pour la diffusion :
® _ -
nU nL? L

S=\rr= ‘== = 4.2
o pL pUL  \/Re (4-2)

On admettra la généralité de ce résultat, avec L la dimension caractéristique de I'obstacle. Ainsi on
distingue deux cas :

= soit Re < 1, dans ce cas |'épaisseur de la couche limite devient importante, peut méme dépasser
L : le concept de couche limite est alors assez limité;

= soit Re > 1, dans ce cas la couche limite correspond a une petite région de |'écoulement ou les
effets de la viscosité sont importants. En dehors de la couche limite, les effets de la viscosité sont
négligeables.

Vidéo 237 : déplacement par rotation de flagelles hélicoidaux a bas Reynolds.

Deux exemples concrets : pour une voiture roulant 3 100 km-h~1, I'écoulement admet un nombre de
Reynolds important et la couche limite est de I'ordre du millimétre (et |'essentiel de la dissipation
* | d'énergie est liée a cette zone!); pour des micro-organismes se déplacant 3 trés basses vitesses
(paramécie, L ~ 100 um, U ~ 30 pm-s—1) dans I'eau, on trouve Re ~ 1073 : ils développent des

techniques trés différentes des nageurs, utilisant les effets de la viscosité.
Notons enfin que I'écoulement a I'intérieur de la couche limite peut &tre laminaire ou turbulent,

comme on le verra un peu plus loin.

Chapitre MF4 - Ecoulement externe incompressible et homogene autour d'un obstacle
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Il. Ecoulement autour d’une spheére

1.1 Evolution du coefficient de trainée avec le nombre de Reynolds

On étudie dans un premier temps |'écoulement autour d'une sphére solide de rayon R, placée dans
un écoulement de vitesse 7 o, trés loin de la sphére. Si la sphére ne présente aucune rotation par rapport
au fluide, la force de portance est nulle. On étudie donc I'évolution du coefficient de trainée C,, :

coefficient de trainée pour une sphere lisse

Fp/(mD/4)
pVY2
3

soo
BNowo —
.

C, =04

[S]

oo :
ool & 9«
N0 —

2 2 6 2 6 2 468
107! 100 10! 10% 10® 104 0° 108

crise de trainée

Graphique 255 avec les différentes photos.

1.2 Les différents régimes d’écoulement

a) Re <1 : force de trainée linéaire
Pour de faibles nombres de Reynolds, le graphique précédent montre une évolution linéaire
log(C,) ~ 1,38 — log(Re), ce qui se traduit par C, = Te: On appelle ce domaine le domaine de
% | Stokes. En effet, I'expression de la force de trainée sur une sphére a été déterminée littéralement

par Stokes :
Fi=6mRT o =| —6mRTw1/n (4.3)
Exercice
24
K Montrer que dans ce cadre, le coefficient C,. vérifie bien C, = e’
e
pPRR)U

Le maftre-couple d'une sphére étant mR? et le nombre de Reynolds Re =
Ui

6mrmRU  12x2p 24

Co = " p(2R)U ~ Re

(4.4

1
§p7rR2 U2

conforme au graphique expérimental.

A ces trés faibles nombres de Reynolds, I'écoulement est stationnaire et laminaire, le fluide contour-
nant parfaitement |'obstacle. De plus, on observe une parfaite symétrie par rapport aux plans passant
par le milieu de la sphére et perpendiculaire ou paralléle & T, : on ne peut pas distinguer le sens de
I"écoulement. On parle de trainée de frottements, car ce sont uniquement les forces de viscosité qui
prédominent dans cette force (la carte des pressions suit les mémes symétries).
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Réversibilité de I'écoulement pour de faibles nombres de Reynolds : vidéos 230 a 232.

Cette symétrie se brise dés que le nombre de Reynolds commence a croitre, comme illustré ci-
dessous :

Re <1 Re~1,5

b) Quelques unités < Re < 10 : zone intermédiaire

On observe que I'écoulement reste laminaire, mais la symétrie
amont-aval a disparu. L'écoulement est toujours stationnaire.
L'augmentation du nombre de Reynolds fait progressivement
apparaitre un sillage en aval, jusqu'a des tourbillons contra-
rotatifs. Le fluide semble s'écouler autour de la sphére jus-
qu'au point S (illustré ci-dessous) : ce point correspond au
décollement de la couche limite.

A mesure que le nombre de Reynolds augmente, on peut voir apparaitre un phénomeéne périodique
(Re ~ 150) : I'allée de tourbillons de Von Karman se détachant de la sphére. On observe couramment
ce phénomeéne 3 la surface d'une tasse de café mousseux; ce phénomeéne persistant est aussi a I'origine
du délai entre deux décollages d'avions sur les pistes d'aéroports (pouvant engendrer des perturbations
pour les avions suivants).

Re~1,5.10° Re~2.10°

La figure ci-dessous illustre |'origine physique de la force de trainée :

= les forces de viscosité sont responsables de la trainée de frottement, déja décrite a faible
% Reynolds;
= les forces de pression sont responsables de la trainée de forme : en effet, en aval de la sphére

la pression est moins importante qu'en amont (13 ou le fluide vient frapper la sphére). Plus
le sillage en aval est large, plus la trainée de forme est importante.

trainée de frottement trainée de forme

Chapitre MF4 - Ecoulement externe incompressible et homogene autour d'un obstacle



Retenons que dans cette gamme de Re, le C, diminue, mais comme la vitesse est proportionnelle
U?, la force de trainée est croissante avec Re.

c) 2:10% < Re < 2-10° : trainée de forme quadratique

A partir de Re ~ 2000, le sillage en aval devient tur-
bulent : on observe des tourbillons de toutes tailles et
de sens de rotation aléatoires. On constate également
que le point de décollement remonte vers I'avant de la
sphere au fur et 3 mesure que le nombre de Reynolds
augmente. Enfin, comme le coefficient C, devient quasi-
ment constant (C, ~ 0,5 pour une sphére), la force de
trainée est quadratique en vitesse :

- 1
Ft — —§CmSpU2?V (45)

—>
— Usol/ﬁ .
avec €, = U un vecteur unitaire.

d) Re > 2-10° : crise de trainée et au-dela

Le graphique met en évidence une chute assez brutale de la valeur de C,, autour d'une valeur critique
du nombre de Reynolds Re = Re. ~ 2-10°. Ainsi la force de trainée diminue, ce qui s'explique par

* | un décollement de la couche limite qui se déplace vers |'aval, réduisant alors la largeur du sillage
et donc la zone de faible pression. La trainée de forme diminuant plus que la trainée de frottement
n'augmente (puisque le fluide recolle en partie sur I'objet).

Re~2.10* Re~5.10°

Ensuite, pour des valeurs supérieures de Re, le coefficient de trainée reste sensiblement constant.

Ce décollement de la couche limite qui se décale vers I'aval s’explique par le fait que I'écoulement
dans la couche limite devient turbulent. On peut en effet évaluer le nombre de Reynolds dans la
couche limite :

L
— U
5 NI
Ro ~ % - RTe —VRe (4.6)

donc pour Re ~ 2:10°, Req ~ 500, ce qui commence 3 étre I'ordre de grandeur de I'apparition
d'un écoulement turbulent.

1.3 Coefficient de trainée pour des objets de formes diverses

Vidéos a partir de 255 pour illustrer les écoulements pour diverses formes et différentes valeurs de Re.

Lycée Clémenceau — PSI* — E. Van Brackel



Remarquons que pour des objets autres que la sphere
lisse, on observe le méme type de comportement pour le
coefficient de trainée C,. En particulier :

= pour des faibles valeurs du nombre de Reynolds
Re < 1, la force de trainée est de type « frot-
tements fluides» ' = —anL¥, avec a une
constante numérique sans dimension dépendant es-
sentiellement de la forme de |'objet;

= pour 103 < Re < 10°, la force de trainée devient

. . 2 1 - |
quadratique en vitesse F' = —5 SV, avec un | H . ; )
coefficient C,, sensiblement constant. 109 107 10% 10° 1,2.4 10= 10= 107
Notons que la plupart des écoulements que I'on considére sont turbulents, que ce soit un cycliste,
une voiture, un bateau, etc. C'est pour cette raison que I'on donne souvent pour un obstacle donné le
coefficient C, correspondant a sa valeur dans la zone de frottements quadratique. Il est d'autant plus

faible que |'obstacle est profilé : cela explique les améliorations conduites sur les carrosseries de voitures.

==

0,1%e -
? Schldrwagen (1939)

A Nantes, au lycée La Joliverie, a été développé différents bolides ayant un coefficient C,, proche
de 0,10, ce qui permet des consommations particulierement faibles, a des vitesses de |'ordre de
..30km-h! : environ 3600 km-L~! pour des moteurs a essence! !
http://www.la-joliverie.com/projets-pedagogiques/projets/
330-les-leaders-de-l-energie-maitrisee.html

Vidéo 268 comparant deux voitures aux C,, tres différents et 651 pour montrer I'effet du profilage.

1.4 Balle de golf et décollement de la couche limite

Au début du golf, les balles étaient lisses, mais il était connu des golfeurs qu'une balle cabossée
avait souvent une portée bien plus grande que les balles neuves. La forme actuelle alvéolée fait suite a
des essais en souffleries.

0.6

\\‘L"”’fu}ggosité

4x10* 108 2x105  4x10 108 Ax o
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Exercice

N
&) Expliquer a I'aide du graphique ci-dessus |'augmentation de la portée de balles cabossées.

En effet, la balle de golf alvéolée présente une crise de trainée pour une valeur plus faible du
nombre de Reynolds. Ainsi, une balle frappée et envoyée a grande vitesse correspond généralement a
un nombre de Reynolds supérieur a Re.. Lorsque la balle ralentit, Re diminue et lorsqu'il repasse sous
Re., le coefficient de trainée augmente brusquement, limitant la portée. Cette augmentation brusque
intervenant plus tardivement pour le mouvement d'une balle alvéolée, sa portée s'en trouve augmentée.

Vidéo 265 (golf), 266 (baseball) et explication sur une sphére 259 (avec et sans fil fin).

Toute modification, méme légere, de la surface, favorise la turbulence de la couche limite et va faire
reculer le point de décollement le long de la paroi de I'obstacle. Par exemple pour une sphére pour
laquelle on a placé un fil fin en amont, le point de décollement est déplacé vers |'aval.

1.5 HP : origine du décollement de la couche limite

Pour expliquer I'origine du décollement de la couche limite, il faut connaitre |'évolution de la pression :

= on peut montrer que la pression est constante verticalement a la paroi : elle est égale a la pression
a I'extérieur de la couche limite, pour la méme abscisse curviligne x ;

N . hs _ , dpP dU

= selon la direction z, la pression suit I'équation que I'on admet pour le moment : e —pUd—.
x x
Or, on constate que la vitesse de I'écoulement diminue en aval, donc la pression augmente en

aval.

La forme de I'objet a évidemment une influence sur la vitesse en aval : la partie arriére de I'obstacle
impose une divergence rapide des lignes de courant, et donc un ralentissement important de |'écoulement
moyen en aval (la section des tubes de courant s'élargit).

Ainsi a mesure que I'on se déplace vers |'aval, deux effets s'opposent sur les particules de fluide :

= |a force de pression qui vient freiner la particule de fluide;

= la force de viscosité qui vient accélérer la particule de fluide.

Lorsque les forces de pression sont prépondérantes, on observe un renversement local de I'écoule-
ment : la couche limite se décolle.

Cela explique également pourquoi le fait que la couche limite soit turbulente implique que le décol-
lement soit plus tardif : la convection est plus efficace pour transmettre la quantité de mouvement en
aval de I'obstacle, retardant |'apparition de I'inversion du champ de vitesse au voisinage de la paroi.
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I1l. Ecoulement autour d’une aile d’avion

On étudie dans toute la suite I'écoulement de I'air autour d'une aile d’avion, pour de grandes
valeurs du nombre de Reynolds de facon a pouvoir utiliser pleinement le concept de couche limite. Les
phénoménes mis en jeu sont complexes, on va se baser sur une approche qualitative et s'appuyer sur
des mesures concrétes pour des profils d’ailes connus.

111.1 Description d’une aile d’avion

Une aile d'avion fait intervenir un vocabulaire spécifique. D'un point de vue de la forme globale,
I'aile posséde une envergure de longueur L, ; I'extrados correspond a la surface supérieure de I'aile;
I'intrados a la surface inférieure. La ligne anguleuse de raccordement de ces deux surfaces se nomme
le bord de fuite. Le bord d’attaque, non anguleux, est la ligne de |'aile la plus éloignée du bord de
fuite. Vu de profil, on distingue des éléments supplémentaires :

= |a corde est le segment droit reliant le bord de fuite au bord d’'attaque, de longueur L ;

= le squelette est la courbe reliant le bord d'attaque au bord de fuite, en restant équidistante de
I'intrados et de |'extrados;

= |'angle d’attaque ¢ correspond a I'angle entre la direction de I'écoulement de I'air et la corde.

bord d’attaque extrados

— \ ) squelette

bord de fuite

Leny
envergure

intrados corde I S J
o . L
o corde

Dans le domaine aéronautique, la surface de référence utilisée dans les calculs de force de trainée
et de portance, appelée surface alaire S ~ L X Lg,, correspond a la surface projetée de I'aile dans le
plan horizontal de I'avion (vu de dessus).

I11.2 Trainée et portance d’une aile d’avion

Pour le calcul du nombre de Reynolds associé a une aile d'avion, on prend comme longueur carac-
téristique la longueur L de la corde, compte tenu de la faible épaisseur de I'aile :

L
Re ~ P2V (4.7)
n
* | On peut alors exprimer en régime turbulent les deux forces de portance et de trainée :
- 1 N > 1 5
F, = ~3 PV Voo € Fp= 3 L pSvE T (4.8)

avec S la surface alaire, et 70 le vecteur normal a8 ¥ ... Notons que C, > 0 mais que C, peut a
priori étre positif ou négatif, selon I'angle d'incidence.

La portance n'est pas toujours une force verticale! En particulier pour les phases
des décollage ou d'atterrissage d'un avion, au cours desquelles ce dernier se cambre.

Les courbes principales concernant une aile d'avion sont représentées ci-dessous : on représente les
valeurs des coefficients de portance et de trainée pour divers angles d'attaque, selon la valeur du nombre
de Reynolds, mais également la courbe de C', en fonction de C, que I'on va étudier un peu plus loin.
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On constate que pour de faibles angles d'attaque, I'écoulement est quasi-laminaire, la portance
comme la trainée sont faibles (et la trainée est principalement due 2 la viscosité). A mesure que
I'on augmente |'angle d'attaque, la portance augmente quasi-linéairement : elle est principalement
due au fait que la vitesse du fluide est plus importante sur I'extrados, ce qui induit une diminution
de la pression au-dessus de |'aile comparativement a la pression au niveau de |'intrados. La trai-
née augmente également, mais faiblement. Jusqu'a ¢ = 15° environ, la couche limite décolle sur
I'extrados et remonte vers le bord d'attaque au fur et 3 mesure que I'angle augmente.

Vidéo 256 puis 649 puis 648 puis 608 : aile d'avion pour différentes valeurs d'angle d'attaque.

Au-dela, la couche limite se décolle au niveau du bord d'attaque : on parle de décrochage : un
sillage turbulent apparait sur la totalité de I'extrados, la pression y est alors quasiment égale a la pression
atmosphérique alors qu'elle y était inférieure auparavant : cela explique la chute brutale de portance.

I11.3 Complément : finesse et polaire

La représentation de C, en fonction de C;;, appelée
polaire (d'Eiffel) permet de visualiser simplement la

finesse du profil, a savoir f = C—Z = tan(a), avec

a I'angle entre la force de trainée et la force totale,
dont nous verrons en TD une interprétation cinéma-
tique. On peut maximiser la finesse en considérant
la corde de la courbe, c'est-a-dire la droite tangente

N

a C, = f(Cy) passant par |'origine.
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4.1

Ve iad

Chute d’un grélon

Un grélon sphérique de masse m, de rayon r = 3mm et de masse volumique pgace = 0,910% kg-m~3 tombe
verticalement, |'espace étant rapporté a l'axe (Oz) vertical ascendant. Le champ de pesanteur est uniforme, g =
9,8 m-s2, dirigé suivant la verticale descendante. L'air a une viscosité n = 2-10~° PI.

1.

L'air est assimilé 3 un gaz parfait de masse molaire M = 29 g-mol™!, de pression P = 1,0 bar et de température
T = 273 K. Calculer sa masse volumique p,;;. Que dire alors de la poussée d'Archimede s'exercant sur le grélon
en comparaison a son propre poids ?

. On cherche la vitesse atteinte par le grélon en régime permanent. On se place dans le cadre d’une hypothése de

« vitesses faibles » ou I'écoulement est laminaire. La force de trainée vérifie alors la formule de Stokes.

(a) Déterminer la vitesse limite dans le cadre de cette modélisation.

(b) Calculer le nombre de Reynolds en prenant pour dimension caractéristique de I'écoulement le diamétre du
grélon. Que dire alors de I'hypothése de |'écoulement laminaire ?

(c) Dans le cadre d'une hypothése de « grandes vitesses » ou |'écoulement est turbulent, comment s'exprime
la force de trainée ? On donne C, = 0,45 pour le grelon. Déterminer la vitesse limite dans le cadre de ce
modele. Calculer le nombre de Reynolds et commenter.

Dans le cas de vitesses faibles, exprimer le nombre de Reynolds R. en fonction de pair, pglace, 7, g €t 7. En
déduire I'ordre de grandeur du rayon maximal rnax du grélon pour que la formule de Stokes soit valable. On
pourra prendre pour critere un R, inférieur a3 1. Commenter.

. Dans le cas de vitesses grandes, exprimer de méme le nombre de Reynolds R, en fonction de pair, pglace, 7. K,

g et r. En déduire I'ordre de grandeur du rayon minimal ry;, du grélon pour que cette hypothese soit valable.
On pourra prendre pour critére un R, supérieur a 2000. Commenter.

4.2

MP

. A l'aide de la loi des gaz parfaits, pair = —— = 1,28kg-m 3. Ainsi il est possible de négliger la poussée d'Archiméde

RT
devant le poids, vu que pglace > Pair-

(a) A I'aide de la LQM en régime permanent appliqué au grélon dans le référentiel terrestré supposé galiléen :

— - — 4 : nglaccng

P + Fstokes =0 = —Pglace X gﬂ—rdg + 67r777'vlim =0+ Vlim = 977 - 819102 m'sil (49)

-~ Pair Vlim (QT)

(b) Re ~ 3,4:10°%, donc I'hypothése d’un régime laminaire n'est pas possible car Re >> 1.

1
(c) Dans ce cadre, F' = iCzpmSv ,avec S = mr? le maitre- couple du grélon. En réitérant le méme calcul qu'en (a),

8pglaccrg —1
im =) =22 I — 11m. 4.10
Yl 3paircw e ( )

conduisant & un nombre de Reynolds de Re ~ 4,2:10°, correspondant bien 3 un régime turbulent (Re > 2000).

on trouve

. En remplacant la vitesse en régime laminaire dans |'expression du Reynolds, Re < 1 conduit a

2
r<® 9 _6810°m (4.11)
4pairpglaceg

c’est-a-dire pour des particules de I'ordre de la centaine de microns, ce qui est trés faible.

. En faisant de méme, on trouve

2 2
ps s _Gam 3X200T (4.12)
Pair Pglaced 32

ce qui signifie concrétement que la plupart des écoulements (grélons, pluie, etc) seront turbulents.

Mesure de viscosité

On souhaite mesurer précisément la viscosité 1 de la glycérine, dont on sait qu’elle est de I'ordre de 1 Pl. La masse
volumique de la glycérine est y, = 1,260-10% kg-m—3

Chapitre MF4 - Ecoulement externe incompressible et homogene autour d'un obstacle
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Pour cela, on fait chuter une bille de silice de masse volumique ps = 2,510% kg-m~3 et de rayon R = 0,75 £ 0,01 mm
dans un récipient cylindrique rempli de glycérine. On souhaite mesurer la vitesse en régime permanent pour en déduire

n.
1.

Déterminer un ordre de grandeur de la vitesse limite v, suivant que le régime est laminaire ou turbulent.
Conclure.

Comment faut-il choisir les dimensions du récipient (rayon et hauteur) ? L'expérience nécessite-t-elle |'utilisation
d'une caméra rapide? D'une caméra?

Une fois la vitesse limite atteinte, on mesure une distance parcourue h = 10,0 £0,2cm en une durée T =
98,0 + 0,2s. En déduire i avec son incertitude.

4.3

Si le régime est laminaire, on trouve la vitesse limite via la LMQ projetée selon I'axe vertical :

2(ps — pig)r’g

9 =1,5mm-s" (4.13)

—mg + pgV g + 67Nrviim, = 0 <= Vlim,1 =
et le calcul du Reynold vaut Re ~ 2,9:1073, I'écoulement est donc bien laminaire. En régime turbulent, on trouverait
avec Cy, = 0.5 Vjim ¢ =~ 0,20 m-s™* mais un nombre de Reynolds incompatible (Re ~ 0,37).

La vitesse limite est d'une part trés faible, le temps du régime transitoire également (équation différentielle d’ordre 1 sur
2
P m 24T N , . . . .
v de temps caractéristique 7 ~ 6 = %S = 0,3ms!). Ainsi, dés qu’on laisse la bille de silice chute, elle atteint
™nr n
quasi-instantanément la vitesse limite, et elle parcourt en 10 secondes une distance de 1,5cm : on peut donc choisir un
récipient d'une vingtaine de centimétres de hauteur et mesurer simplement au chronomeétre entre deux repéres calibrés,

et bien en face pour éviter toute erreur de parallaxe. Concernant le rayon, il est nécessaire que I'écoulement de la bille ne

soit pas perturbé par les bords. Or, la couche limite autour de la sphére est de |'ordre de

~ 1,4cm. Il est préférable

Re
que le rayon du récipient soit bien supérieur, soit par exemple ~ 10cm.
h
Avec Viim = j—i on trouve )
2(ps — g T
p = s = 1a)g 5 Ho)9 T}— = 1,49PI (4.14)
)
Concernant l'incertitude, on utilise la formule d’incertitude composée :
2 2 2
u(n) (Qu(r) ) (u(h) ) (u(T) )
— 2 4 4.15
n r + h * T ( )
que l'on retrouve en écrivant la différentielle logarithmique de 7 :
din(p) = ¥ = din@?) + din(T) — din(h) = 297 4+ % - de (4.16)
n r

L'application numérique conduit 3 u(n)/n = 3,31072 (avec une contribution quasi négligeable sur T', mais ol les deux
autres grandeurs contribuent bien a cette incertitude relative). D'ou u(n) = 0,05 P! :

n =149 +0,05PI (4.17)

Aviron avec un ou plusieurs rameurs

Un skiff est une embarcation de course avec avirons, dans laquelle prend place un unique rameur. |l existe aussi
des embarcations regroupant jusqu'a 8 rameurs. Le record du monde de vitesse en skiff est de 17,4 km-h™1. Avec
8 rameurs, il est de 21,4km-h™1. L'objet de cet exercice est de comprendre pourquoi la différence n'est pas plus
importante, et de dégager des ordres de grandeurs grace a des facteurs d'échelle. On donne la viscosité dynamique de
I'eau n = 1,0-1073 PI. On suppose que les embarcations se déplacent en ligne droite avec vitesse de norme v constante.

1.

Evaluer le nombre de Reynolds pour un skiff. En déduire la facon dont la force de trainée dépend de la norme v
de la vitesse.

Si on double la puissance développée par le (ou les) rameur(s), par combien v est-elle multipliée ?

Une personne développant une puissance Py fait avancer son skiff a 14 km/h. Quelle est en fonction de P, la
puissance développée par le recordman du monde ?

En supposant, pour simplifier, que la partie immergée d'une embarcation pour 8 rameurs est homothétique de
celle d'une embarcation pour 1 seul, et en faisant les hypothéses qui vous semblent légitimes, établir un lien entre
la vitesse d'un skiff et celle d'une embarcation a 8 rameurs. Commenter, compte tenu des records de vitesse pour
les deux types de bateaux.

Lycée Clémenceau — PSI* — E. Van Brackel
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. Re

Lv . _ -
~ PeanV 5106 en prenant L ~ 1 m la largeur de I'embarcation, v ~ 20 km-h™. On est donc en régime turbulent,

ol la force de trainée dépend de v?.

. La puissance développée par les rameurs permet de compenser la puissance dissipée par les frottements, c'est-a-dire :

Prameurs ~ C:ESU2 XU~ US (418)
Donc si on double la puissance, la vitesse est multipliée par un facteur 2/3 ~ 1,25,
. D’apres ce qui précede, on a donc
P Pr T Ur 3
2 = 2y Precord = Po (7) ~1,9P, (4.19)
vy vy Vo

. Considérons n rameurs, de masse totale mot = mo + nmi avec mo ~ 30kg et mi = 70 + usilbkg (masse du rameur +

augmentation de la taille de I'embarcation). La longueur de I'embarcation augmente selon L = Lo + nLq, Lo ~ 6 meter
et L1 ~ 2m. On a besoin de connaitre la section immergée : V = aSL est le volume immergé, en supposant « constant
quel que soit le nombre de rameurs. Ainsi, on peut appliquer la LQM au bateau projeté selon I'axe vertical :

Mtot
Peaun Lo

—mg + pPeanVg=0<= S = (4.20)

Ainsi la force de frottements est en Sv?, et la puissance développée en nPy avec P, la puissance d’'un rameur. On trouve
donc une loi pour la puissance :

TlPoL
Mtot

1/3
nPy o Sv° <= v < ) x (Lo + nLi)"* (4.21)

comme la masse totale varie presque proportionnellement a n. Par application numérique pour n =1etn =38 :
Lo +8L1)1/3
vg =01 (| ——m— ~ 1.4v 4.22
¢ ' ( Lo+ Ly o (422)

alors que le rapport entre les records vaut 1.2 : le modeéle n’est clairement pas parfait, et surtout les valeurs de longueurs
sont « a la louche » 'l Néanmoins on constate que I'augmentation du nombre de rameurs ne permet pas une augmentation
considérable de la vitesse maximale.

Décollage d’un A380

1. Calculer la vitesse d'un A380 au décollage au niveau

de la mer, a une température de 20°C, pour une
masse de 421 tonnes, une surface portante de 845 m?
et un coefficient de portance C, = 1,38. Calculer la
variation relative de cette vitesse due a une variation
d’altitude de 2250 m (altitude de Mexico). Calculer la
variation relative de cette vitesse due a une variation
de température de 20 °C. Commenter.

3. Vaut-il mieux décoller avec le vent de face, de derriére ou de c6té?

. On distingue 3 axes de rotation pour |'avion : I'axe de tangage, dans la direction des ailes, I'axe de roulis dans

la direction de |'avion et I'axe de lacet perpendiculaire aux deux autres. Représenter ces 3 axes sur un schéma.

. Différentes parties mobiles (cf. schéma) permettent de jouer sur les rotations autour de ces axes. Par exemple,

lorsque la vitesse de décollage est atteinte, le pilote actionne la gouverne de profondeur, ce qui provoque la
rotation de I'avion (le nez s’éléve). Identifier cette gouverne sur le schéma ci-dessous.

A quoi servent les autres parties mobiles ?

Chapitre MF4 - Ecoulement externe incompressible et homogene autour d'un obstacle
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6. La finesse de I'avion est le rapport du coefficient de portance sur celui de trainée. Sa valeur maximale est de 22

pour I'’A380. Montrer que c'est le rapport de la distance horizontale parcourue sur la perte d'altitude lors d'un
vol « plané » (moteurs coupés). Quelle est sa signification dans le diagramme paramétrique donnant C. (i) et
fonction de C, (i) (polaire d'Eiffel) pour différentes incidences?

. Il'y a décollage lorsque la portance arrive a compenser le poids :

1 2mg

2 1
—pairC28V" ~mg <= v ~ \/ =—— ~ 270km-h (4.23)
2 * ? Czspair
. < mno MP 3 L , , . .
en considérant a 20 °C pair = AT ~ 1,3kg-m™". La variation de température se répercute sur la densité volumique de

I'air. En différenciant logarithmiquement :

dv 1dp 1dT Av AT
_ 28 AV 23y 4.24
v 2 p +2 T o 2T 3:4% (4.24)

Concernant la variation de vitesse avec I'altitude, on a a priori deux éléments qui influent : la pression qui diminue avec
I'altitude, donc la masse volumique décroit, et également g qui diminue (mais l'influence est minime, donc on va la
négliger). Ainsi en reprenant le calcul :

dv 1dp  1dP

= _-F__ - 4.2
v 2 p 2 P (4.25)
puis a |'aide de la relation de la statique des fluides pour une atmosphére isotherme :
dP Mg dP Mgdz dv Mgdz
- pg=—"IPpe—  — _ = — = 4.26
dz ~ T TERr P RT v~ "2RT (426)

soit Av/v = MgAz/(2RT) = 13%.

. Comme ce qui compte est la vitesse relative de I'avion par rapport au vent, pour le décollage, il est préférable d'avoir un

vent de face. En imaginant qu'on décolle 3 270 km-h™* pour la vitesse par rapport au sol, par rapport a 'air ce n'est pas
la méme chose : s'il souffle 3 50 km-h™?, la vitesse de décollage par rapport au sol sera de seulement 220 km-h~? si le vent
est de face, mais 320 km-h™? si le vent est derrire.

. C'est la gouverne en violet qui régle le tangage. Les parties mobiles bleues permettent de régler le roulis : en effet, en

déplacant la gouverne vers le haut, la portance au niveau de I'aile diminue (car on diminue le décollement de la couche
limite), ce qui permet de tourner dans le sens de I'aile actionnée (en réalité on actionne les deux simultanément : on en
déplace une vers le haut, 'autre vers le bas). L'ailette orangée permet enfin d’effectuer une rotation autour de I'axe de
lacet.

. Considérons le cas d'un vol plané. Les forces qui s'exercent sur |'avion sont la force de portance, celle de trainée, et le

poids. On cherche un lien entre le déplacement horizontal et le déplacement vertical. On suppose que I'on se déplace a
vitesse constante, le vecteur vitesse ayant un angle o avec I'horizontale. La LQM sur I'avion projetée selon les deux axes
(celui du vecteur vitesse et celui normal au vecteur vitesse) conduit a :

0=+mgsina — %Csz'UQ (4.27)
0= —mgcosa+ %Csz’UZ (4.28)

d'ou
C, cosa vy Az

f= = = =

Cy sin o« Vs 0z

(4.20)

comme on est en régime stationnaire, ou la norme de la vitesse est constante. Dans le graphe de la polaire d'Eiffel, la
finesse correspond a la pente de la droite passant par |'origine et par un point de la courbe M (C,,C>). Pour avoir la
pente maximale, il faut donc déterminer la courbe qui soit tangente a la polaire.

4.5 Portance et trainée d’un avion de tourisme léger

Les courbes ci-dessous, obtenues par des essais en souffleries a I'aide d'une balance aérodynamique, représentent
I'évolution des coefficients de portance C, et de trainée C,, en fonction de I'angle d'incidence « pour un profil d'aile.
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1. (a) Commenter |'allure des courbes ainsi que les ordres de grandeur des valeurs respectives de C, et C, pour

une incidence donnée. Discuter I'intérét de ce profil d'aile.

(b) A partir de quelle incidence I'aile est-elle potentiellement en situation de décrochage ? Proposez une inter-

prétation en vous appuyant sur vos connaissance sur le couche limite. Dans la comparaison des courbes
de C, et de C, était-il possible de prévoir I'augmentation de trainée lorsque la portance chute a forte
incidence 7

2. Dans toute la suite, on assimilera pour simplifier les coefficients de portance et de trainée de l'aile a ceux de
I'avion et on supposera que le pilote ne fait pas usage des volets pour d_écoller. La corde fait avec |'axe longitudinal
de I'avion un angle 8 de 4° (angle de calage). La force de traction T' qu'exerce le moteur de I'avion sera prise
de méme support que son axe longitudinal.

(a)

Dans la phase de roulage précédent l'instant du décollage, le pilote tire momentanément sur le manche de
sorte que la queue de I'avion s’enfonce. L'avion étant a charge maximale, a quel angle § le pilote doit-il
choisir de placer I'axe longitudinal de I'avion par rapport au sol ? Faire un schéma en représentant les forces
s'exercant sur l'avion et le vent relatif a I'infini. Quelle est la vitesse minimum a l'instant ou les roues
quittent le sol ? On donne la surface alaire S = 12m? et la masse maximale m = 750 kg.

Juste apres le décollage, le pilote remet le manche au neutre et fait ainsi monter I'avion sur une trajectoire
confondue avec le support de son axe longitudinal incliné du méme angle § par rapport au sol qu’a l'instant
du décollage. Comment est modifié le schéma précédent ? Sachant que la puissance maximale du moteur
équipant |'appareil est de 75 kW, a quelle pourcentage de la puissance maximale faut-il alors se placer pour
assurer cette phase ascensionnelle stabilisée ?

3. Le rendement d'une aile se caractérise par sa finesse, définie par f = C,/C,. Commenter la pertinence de
cette définition. On appelle polaire de I'aile la courbe représentative de |'évolution de C, en fonction de C, :
C, = f(C,). Pourquoi ce nom? Pour plus de lisibilité, il est d'usage de tracer la courbe C, = f(1000 x C,) en
dilatant I'axe des abscisses. Tracer ainsi I'allure de la polaire de I'aile. Sachant que la finesse correspond aussi
au rapport entre la distance parcourue horizontalement et |la distance parcourue verticalement pour un vol plané
sans vent extérieur, quelle distance maximum peut parcourir |'avion en cas de panne moteur a 1000 metres
d'altitude 7

1. (a) Concernant la courbe de C., constate qu'elle ne s’annule jamais (on a toujours du frottement quel que soit I'angle

de I'aile), mais elle augmente a mesure que la surface de I'aile par rapport au vent augmente (donc pour |a| qui
augmente).

Chapitre MF4 - Ecoulement externe incompressible et homogene autour d'un obstacle
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(b)

Concernant la courbe de C,, maintenant, on constate une évolution quasi-linéaire du C', lié au fait qu'avec le
décollement de couche limite, la pression sur |'extrados est plus faible que sur I'intrados, I'effet étant d’autant plus
marqué que |'angle est important. Ce profil d’aile est intéressant dans la mesure ou le coefficient C', est environ dix
fois plus grand que C, = portance élevée avec une trainée faible.

A partir d'un angle d'environ 13-14°, le coefficient C, se met a baisser fortement : cela s’explique par un décollement
de la couche limite et d'une trainée tres turbulente. Par conséquent la force de trainée aura également tendance a
augmenter (trainée de forme, lorsque le sillage en aval est plus large).

En inclinant I'avion vers I'arriere, on permet d'augmenter |'angle relatif entre le vent, supposé paralléle au sol, et la
corde de l'aile, c'est-a-dire |'angle d'incidence @ = 0 4+ (3. D’apres la courbe, on peut se placer avant la limite de
décrochage, ou le coefficient C', est maximal, c’est-a-dire pour a =~ 13°, donc pour § ~ 9°. La vitesse minimum, en
supposant qu'il n'y a pas de vent de face, est celle pour laquelle la portance compense le poids, on trouve comme
2mg
pSC.,

1

dans I'exercice précédent v = ~24m-s .

Par rapport a la situation précédente, le vent arrive avec un angle 5 par rapport a la corde : c'est donc le coefficient
C.(B) qui intervient. La projection de la LQM selon I'axe de la corde conduit a :

1 9 2mg cos ¢ 1
—mgcosd + —pC.(B)Sv° =0+ v=4/ ——— =35m-s 4.30
geosd+ 1 pC-(8) Vs (430)

La puissance développée est celle qui compense la composante selon la corde de la résultante des forces, c'est-a-dire :

P = (%Cz (B)pSv* + mgsin §)v = 47 kW (4.31)

3. On peut représenter la polaire :

1000C,,

On peut alors tracer la tangente a la courbe passant par |'origine, la pente, d'environ 60, correspond a la finesse maximale.
La distance parcourue a 1000 metres d'altitude est donc théoriquement de 60 km'!

4.6

Etude d’une pale d’éolienne

On se propose de modéliser de maniére volontairement rudimentaire le rotor d'une éolienne. Celui-ci est un solide
formé de deux pales diamétralement opposées par rapport a I'axe de rotation (O, €,). Ce dernier axe est alimenté avec
la vitesse Ug = vg ey uniforme de I'air loin en amont du rotor. On note = Qe, la vitesse de rotation, supposée
constante, du rotor.
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On utilise le repére de coordonnées cylindriques (€, €4, ¢, ). La pale a une longueur L et est inclinée d'un angle
a € [0;7/2] par rapport au plan de rotation du rotor.

1. Exprimer la vitesse ¥, du vent en amont de la pale, dans le référentiel de la pale, en fonction de 7, 7, Q et eg
(r étant la distance a I'axe de rotation).

2. On note i I'angle entre le plan de la pale et U,.. i € [0;7/2] est appelé angle d'incidence du vent sur la pale.
Donner la relation qui existe entre i, a, vg, r et Q. Compléter la figure 7 en y ajoutant le vecteur U, et I'angle
i.

Comme la vitesse incidente 7, dépend de la position le long de la pale, on s'intéresse uniquement a une portion d'une
des deux pales, portion située entre les distances radiales r et r + dr (voir figures 5 et 6).

3. Montrer que, si I'on néglige |'épaisseur de la pale, ce que I'on supposera valable, le maitre-couple associé a la
portion étudiée sur un plan perpendiculaire 3 ¥, a pour expression dA = L drsini.

AX

Figure 7
4. En faisant I'approximation que les expressions classiques de la
portance et de la trainée sont applicables a la portion de pale £ P Tﬁ

o B -

étudiée, bien que ¥, ne soit pas uniforme dans Ie référentiel de la é
| ~
pale exprimer les normes des forces de trainée dT et de portance I ‘-3‘\

\ /:

Plan de rotation

Y ~- du rotor
dR exercées par le vent sur la portion de pale, en fonction de p, LW
vo, r, Q, L, dr, Cy(3), C, (i) et i. Compléter la figure 7 reproduite o, B F]ace;nent
ci-contre en ajoutant ces deux forces. L ‘ o
Sy 5 Plan dela
5. Déduire de ce qui précéde I'expression du moment dI" (par rapport s L pale
4 ;

3 I'axe (O, e;) de la force exercée par le vent sur la portion de T
pale. Eolienne vue dans U'axe des pales (seule la pale
proche a été représentée) ; on voit en fait une
coupe de la pale.

Le tableau suivant donne les valeurs de C,, et C, en fonction de I'angle d'incidence ¢, pour une pale de profil donné.

) o D dr )
L'angle ¢ dépendant lui-méme de r et de ra, on peut alors tracer T en fonction de « , lorsque toutes les autres
r

grandeurs sont fixées.

i (degrés) Cx Cz i (degrés) Cx Cz

0 0, 030 0, 100 25 0, 120 1, 000
5 0,040 |0,320 | 30 0,150 | 0,800
10 0,055 |0,500 |35 0,170 |0, 650
15 0,070 0, 800 40 0, 200 0, 500
20 0, 100 0, 950

La figure 8 donne ce tracé pour vg = 10 m.s~!, Q =1 tour.s™!

et 3 métres. Les unités verticales sont arbitraires.

, pour deux valeurs de la distance radiale r, a savoir 2

4. Commenter les tracés obtenus. Quelle forme convient-il de donner aux pales en vue d’augmenter le rendement

de I'éolienne ?

Chapitre MF4 - Ecoulement externe incompressible et homogene autour d'un obstacle
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dr 140

. En complétant le schéma ci-contre, on peut exprimer I'angle i 4+« avec

_,
. Le vecteur surface étant d.S = Ldre,, en le projetant selon un plan

. On peut alors écrire les expressions des normes :

dr
120 _]
100 _]
80
60 _|
40
20 ] \
Figure 8
0 a
o 10 20 30 40
dr
Tracé de Iy pour deux valeurs de - Ar=2m
la distance radiale r : 2m et 3m. B Ar=3m
. On utilise la composition des vitesses ¥(Raile) = Ur = Vo +

— —> —
v (thrrcstrc/Raile) = Volx — TQ@G.

la tangente :

tan(i 4+ o) = :TOZ (4.32)

perpendiculaire 3 U, on fait apparaitre en projection cos(m/2 — i) =
sin(z) et une aire projetée dA = Ldr sin(7). a

|aT|| = %pC’x(i)dAvf = %pC’w(i)Lsin(i)(US +7r2Q%)dr (4.33)

AB|| = L pc. (5) Lsin(i)(0f + r2Q%)dr (4.34)
2

. Seules les composantes selon €5 des deux forces ont une incidence sur le couple de rotation :

dr = — ||dT|| r cos(i+a) +||dR|| rdrsin(i+a) = %pL sin(d) (v2 +72Q2) (= Ca (i) cos(i+ a) + C (i) sin(i+ ) (4.35)

. On constate que selon la distance a I'axe de rotation, I'angle « doit étre différent pour maximiser le couple de rotation :

plus grand pour r petit (autour de 18°), il doit diminuer loin de I'axe (8° & 3m) : la pale devra étre vrillée. On constate
également que le couple sera d'autant plus important qu'on est loin de I'axe de rotation : c'est logique car le bras de
levier est plus important, et la vitesse v, y est plus grande.
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Bilans macroscopiques
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Questions de cours :

= Aprés avoir explicité la notion de surface de contrdle et de définition d'un systéme fermé a partir d'un systéme
ouvert, démontrer le premier principe en écoulement. Donner I'équivalent en terme de puissances.

= Présenter la détente de Joule-Kelvin et le fonctionnement d'un compresseur.
= Démontrer le théoréme de Bernoulli en présentant rigoureusement |I'ensemble des hypothéses.
= Présenter I'effet Venturi et présenter succinctement quelques exemples d’application.

= Présenter la notion de perte de charge, et I'interprétation en terme de baisse d'altitude dans des prises de pression
au sein d'une conduite cylindrique. Généraliser le terme de Bernoulli dans des dispositifs actifs avec des pertes de
charge.

= Sur un exemple au choix de I'étudiant, présenter un bilan de quantité de mouvement a partir d'un systéme ouvert.
= Sur un exemple au choix de I'étudiant, présenter un bilan de moment cinétique a partir d'un systéme ouvert.
Capacités exigibles du BO :

= A partir d'une surface de contréle ouverte vis-a-vis des échanges, définir un systéme fermé approprié pour réaliser
un bilan de grandeur extensive.

= Exprimer les principes de la thermodynamique pour un écoulement stationnaire en vue de I'étude d'une machine
thermique sous la forme : A(h + ec + ep) = wy + ¢; As = Se + Sc.

= Utiliser le modéle de I'écoulement parfait pour un écoulement a haut Reynolds en dehors de la couche limite.

= Enoncer et appliquer la relation de Bernoulli 3 un écoulement parfait, stationnaire, incompressible et homogéne.
= Décrire I'effet Venturi. Décrire les applications : tube de Pitot, débitmétre.

= Relier qualitativement la perte de charge a une dissipation d'énergie mécanique.

= Effectuer un bilan d’énergie sur une installation industrielle : pompe ou turbine. Utiliser le fait admis que la
puissance des actions intérieures est nulle pour un écoulement parfait et incompressible.

= Pour un systéme fermé, faire l'inventaire des forces extérieures. Effectuer un bilan de quantité de mouvement.

= Effectuer un bilan de moment cinétique pour une turbine.



L'intérét de ce chapitre est double : faire le lien entre la mécanique des fluides et la thermodynamique
d'une part, et savoir conduire des bilans d'énergie, de quantité de mouvement, de moment cinétique,
en définissant des systémes fermés adéquats.

. Bilans thermodynamiques d’énergie et d’entropie

I.L1 Choix du systéme lors d’un écoulement

La problématique majeure pour effectuer n'importe quel type de bilan est de pouvoir étudier des
systemes fermés, par exemple pour I'écriture du premier principe. Or, en mécanique des fluides, méme
en régime stationnaire, on a constamment des échanges de matiére avec I'extérieur. Que ce soit une
conduite ou une piéce d'une machine thermique (pour le condenseur, par exemple, on a deux entrées

et deux sorties).
L'idée est alors de se donner un volume de contrdle indéformable, délimité par une surface de

contrdle (S, ). Cette derniére est constamment traversée de fluides, et I'on identifiera des grandeurs

* intensives massiques (P, T, les énergies massiques h, u, s, e, ep. la masse volumique p, etc.). Le
systéme ainsi formé est appelé (X) : il s'agit d'un systéme ouvert.
On se raméne a un systéme fermé (3*) a partir du systéme ouvert en adjoignant ce qui rentre ou
sort de la surface de contréle pendant dt :
S —
n (T%) = (2) U () ol () est le systéme
N comprenant la masse dm, qui va rentrer T

dans la surface (S.) entre t et ¢t + d¢; —

* (5 )ear = (X) U (Es) ou () est le sys-
téme comprenant la masse dmg qui va sortir
de la surface (S.) entre t et ¢ + dt.

Surface de controle f4— (X))

1.2 Premier principe en écoulement

a) Enoncé
On considére un écoulement a travers une machine quelconque (turbine, compresseur, échangeur

thermique, etc.) en régime permanent, avec une entrée et une sortie. On note D,, le débit
massique, identique a I'entrée et a la sortie : en effet, étant en régime stationnaire, la masse du

systéme (X) est constante et e _ Dme— Dms =0. Ainsi dmys, = dmys, = ém = Dp,dt.
* (%) | om i
oQ
oW,
Pism i

Appliquons alors le premier principe au systéme (X*) entre les instants ¢ et ¢ + d¢ :

dE; + dE, +dU = dWextn.c. +0Q (5.1)
Que ce soit pour E., E, ou U, on peut écrire la différentielle de X de la maniére suivante :
* 1 dX = X (t+dt) — X5« (t) = Xp(t+dt) +dm- x5, — Xn(t) —dm-zx, = dm(zs, —z5,) (5.2)

comme en régime stationnaire chaque grandeur X est indépendante du temps. On a donc d'une
part :

(5.3)

S
d(Ee+ Ep +U) = dmlecs + eps + us) — 0m(ece + €pe + Ue) = 0Mm [ec +ep+ u}
e
Pour calculer d'autre part le second membre du premier principe, on distingue :
= le transfert thermique entrant dans le dispositif pendant dt que I'on exprime a I'aide de la grandeur

massique correspondante ¢ de sorte que Q) = dm - ¢;
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= |e travail se décompose en deux parties :

— le travail des forces de pression :
Wy =W, e +0W, s+ Wy s (5.4)

sachant que §W, 57 = —pdV = 0 comme le systéme ¥ est indéformable. On peut calculer
OWp.e = PedVe = Povedm en utilisant le volume massique v, entrant; tandis que
0W, s = —Ps6Vy = —Psvsdm (sens de la force de pression opposé);

— le travail utile, encore appelé travail indiqué que I'on exprime également via une grandeur
massique W, = dm - wy ;

e
Ainsi dWext n.c. +0Q = dm ({Pv} + wy + q). On aboutit finalement a :

S

5m{ec+ep+u} :5m([7Pv]z+wu+q) (5.5)

e

soit en notant que dm - h = dm(u + Pv), ol v est le volume massique :

S
[ec+ep+h} =wy +q (5.6)
(]
qui est donc I'écriture du premier principe pour un systéme ouvert en régime permanent. On
S
rencontre aussi réguliérement la notation A(e. + e, + u) = {ec +ep+ h} .
e
On peut écrire le premier principe en utilisant des puissances plutdt que des énergies massiques,
en multipliant I'ensemble par le débit massique :
S
D, [ec I @ aF h} = Py + Pin (5.7)
e
b) Exemples d’application
i) Détente de Joule-Kelvin
Un premier exemple simple est la détente de Joule-Kelvin, qui Milieu poreux
modélise bien la transformation d’un fluide qui s'écoule dans /

un détendeur. On fait circuler, en régime stationnaire, un gaz
dans une conduite horizontale, rigide et adiabatique. Le gaz
traverse lentement un orifice ou un milieu poreux, provoquant
une diminution de pression.

Paroi rigide et calorifugée

Le débit massique étant conservé, et la section de la paroi étant constante, I'énergie cinétique
massique est inchangée, tout comme I'énergie potentielle. Sans travail utile ou échange thermique
(adiabatique), le premier principe en écoulement stationnaire s'écrit donc

he —he =0 (5.8)

c'est-a-dire que la transformation est isenthalpique. Dans le cas du gaz parfait vérifiant la deuxiéme
loi de Joule (h ne dépend que de la température), la température du gaz parfait ne varie pas lors
d’une détente de Joule-Kelvin.

ii) Détente dans une tuyére

Considérons la détente d'air (7 = 1,4) dans une tuyére divergente, /
rigide, adiabatique et d’axe de révolution (Oz). On se place en _—— I

régime stationnaire et on suppose I'écoulement incompressible. La
vitesse d'entrée vaut v, = 100 m-s™!, et le rapport de section entre

S S
I'entrée et la sortie — = 3. ===
Se \

On la nomme éga-
lement détente de
Joule-Thomson.
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Exercice
Déterminer la variation de température du gaz entre I'entrée et la sortie de la tuyere.
On peut déja calculer la vitesse en sortie en utilisant le fait que I'écoulement est stationnaire et

. . Se
incompressible : le débit volumique est donc constant, conduisant a vs = vo— 3 =33m-s™

Appliquons ensuite le premier principe : on néglige ici la variation d'énergie potentielle malgré la
variation d’altitude de certaines particules de fluide. Comme dans I'exemple précédent, w, = ¢ = 0,

d'ou
hs + €c,s — he — €ce = 0 (59)
1
On a de plus ¢, = 5112 et h = ¢, T + cste, avec ¢, = % = %7}2_71 = M(ny%z g d'ou :
”3 - ”sz M(y—=1), , 2
Cp(Ts_Te):T <:>AT:2IY7R(’U6 —US):—S,QK (510)

iii) Fonctionnement d’un compresseur

Piston

Compresseur

Les machines thermiques font également intervenir un compresseur. Etudions par exemple un com-
presseur a piston, machine ouverte qui aspire une masse de fluide d'un réservoir a la pression P; et
température T}, et le refoule ensuite dans un autre réservoir a la pression P; et température Ty. On
peut étudier le fonctionnement suivant, constitué de trois phases :

= admission d'un fluide sans modification de son état thermodynamique (P;, T;);
= compression adiabatique réversible avec diminution du volume et augmentation de la pression;;
= refoulement a travers la soupape d’échappement sans modification de son état thermodynamique.

T-gt 10 2030 40 &0 &0 TO 80

En appliquant le premier principe a la surface de | °
contrdle constituée du cylindre du compresseur, | s T
entre deux états identiques apres un cycle : L

e

= hs — he (5.11) 1

1P,
en |'absence de variation d'énergie cinétique et po- -
tentielle, avec ¢ = 0. Cela est alors utile lorsqu’on & A LA / fs6
utilise un diagramme (h, log(P)), encore appelé dia- o Vi / ¥ / / /
gramme des frigoristes : par lecture de I'abscisse h J 717 /” /’ 7 /; ——
correspondant a |'entrée et a la sortie du compres- ] __/_K - r/ f/ f/ H/ L !/J rj‘_
seur, on a acces au travail utile massique recu par 4ol okllh ok ob ob
le fluide. o o as

1.3 Second principe en écoulement

a) Enoncé
On reprend les mémes notations que lors de I'utilisation du premier principe pour un systéme ouvert.
Pour le systeme (X*), le second principe s'écrit :

= 5Sech + 6Scr (512)

On se place toujours en régime stationnaire, si bien que dS* = Sx(t+dt)+dm s,, — Ss(t) —dm sy, =
Om(ss — Se). En notant §Sect, = 0m Sech €t .S, = dm scr, on aboutit finalement a :

Sg — S¢ = AS = Sech + Ser (5.13)
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L'entropie échangée par unité de masse entrant dans le systéme s’exprime via le transfert thermique

massique : Sech = avec Tyt la température au niveau de la surface ou a lieu le transfert thermique.

surf

08,
On calcule parfois le taux de création d’entropie d;r = DpSer = D (As — Tg)
e

b) Exemple
Exprimons I'entropie créée par unité de temps dans la détente de Joule-Kelvin d'un gaz parfait en

fonction des pressions a I'entrée P, et a la sortie Ps. Comme la transformation est adiabatique, on

a:
0Ser

dt

On peut ensuite exprimer la variation d’entropie d'un gaz parfait, en tenant compte du fait que la
température ne varie pas lors d'une détente de Joule-Kelvin d'un gaz parfait :

= DpAs (5.14)

dT dP Ps _ R Pe
ds = nprm? — nR? = S, — S, = —annFe = As = i In 2 (5.15)
Dot 58 R P
< Dt n =S > 0 (5.16)

dt "M P,

Le signe positif est conforme au fait que la transformation est irréversible.

Il. Modele de I'écoulement parfait

1.1 Présentation

Un écoulement parfait est un écoulement pour lequel on peut négliger tous les phénomeénes
* | de transport diffusif (quantité de mouvement, viscosité, thermique, etc.). Un tel écoulement non
visqueux évolue de facon adiabatique et réversible : il est donc isentropique.
Cela permet de dégager quelques conséquences :
= les forces de contact dans le fluide se réduisent aux forces de pression, mais qui different
généralement du cas statique;

= les conditions aux limites sont changées : on utilise désormais uniquement la tangence du
champ de vitesse aux parois, et non une condition d'adhérence. Ainsi le champ des vitesses
dans une conduite cylindrique est uniforme dans les sections droites, en écoulement parfait.

= cette modélisation reste relativement bien valide en dehors de la couche limite, pour des
écoulements a grand nombre de Reynolds (dans ce cas, la couche limite est trés fine compa-
rativement aux dimensions caractéristiques de I'écoulement). Concrétement, les écoulements
réels peuvent donc étre considérés comme parfaits sur une grande zone de |'espace;

= retenons que ce modele permet d'obtenir des ordres de grandeur simples.

1.2 Champ de pression dans un écoulement uniforme et stationnaire

Considérons un écoulement de fluide stationnaire, ol la vitesse ¥(M,t) = Uy est uniforme dans le
référentiel terrestre. Placons-nous dans le référentiel en translation par rapport a celui de la Terre, a la
vitesse constante v : le fluide est immobile dans ce référentiel, galiléen. L'application de la relation
fondamentale de la statique des fluides conduit a un champ de pression usuel en présence uniquement
des forces volumiques de pesanteur, c'est-a-dire P(z) = Py — pgz ((Oz) vers le haut). Ainsi la quantité
(P + pgz) est uniforme au sein d'un écoulement uniforme et stationnaire.

En général, on peut négliger I'influence de la pesanteur, cela implique que la pression est souvent
constante sur une section droite d'un écoulement.

1.3 Théoréeme de Bernoulli pour un écoulement parfait, stationnaire, homo-
gene et incompressible

Considérons un écoulement stationnaire d'un fluide. Isolons une ligne de courant a I'intérieur d'un
tube de courant, correspondant a la trajectoire des particules de fluide. L'application du premier
principe au fluide en écoulement entre deux points A et B de la ligne de courant conduit, en
supposant |'absence de parties mobiles (w, = 0) et un écoulement parfait, donc adiabatique (¢ =
0) :

[h+ec+ep)f =wa+qg=0 (5.17)

Chapitre MF5 - Bilans macroscopiques
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Si de plus, I'écoulement est incompressible et isentropique, du = T'ds — Pdv = 0. Or, h = u+ —,
P

donc Ah = A (—) Enfin, si le mouvement est étudié dans un référentiel galiléen ol I'énergie
P

* | potentielle de pesanteur est la seule énergie potentielle du fluide, en notant (Oz) I'axe vertical
ascendant, on aboutit a la relation :

P 1 P 1
73 + 5”0129 + gz = 7A + 51}124 + gza = cstelqe (5.18)
(_( Relation de Bernoulli) N

Lorsque I'écoulement est parfait, stationnaire, homogeéne, incompressible, étudié dans
un référentiel supposé galiléen et ou la seule force volumique agissant sur le fluide
est la force de pesanteur supposée uniforme (¥!), en considérant (Oz) I'axe vertical
ascendant, la relation de Bernoulli est vérifiée :

P 1
= 4F 5112 + gz = csteyqe (5.19)
P

1 : , N :
ou encore P + gpv2 + pgz = cstelge pour avoir une relation homogéne a une pression. Cette

relation traduit la conservation de I'énergie mécanique volumique.

—
(%

. 17 . . 1 N . — - . .
HP : Si I'écoulement est irrotationnel, c'est-a-dire rot (v) = 0, la relation de Bernoulli est valable
partout dans |'écoulement, et non uniquement sur une ligne de courant.

11.4 Exemples d’application
a) Effet Venturi

i) Présentation
L'effet Venturi consiste en |'apparition d’une diminution de pression dans un rétrécissement d'un tube
de courant, pour un écoulement parfait, incompressible et stationnaire. En effet, par effet d'entonnoir,
la conservation du débit volumique impose que vp > v4.

Entre deux points d'une méme ligne de courant, I'application du théoréme de Bernoulli conduit a :

1 1 1
Py + 5,0113, = Pp+ ipv% < Pg=Pas+ ip(vi —v%) < Py (5.20)

ii) Exemples
De nombreux exemples peuvent étre cités :

= dans le domaine technologique : I'injection d'essence dans le carburateur des voitures, la diminu-

tion de la portance des Formule 1, I"aspiration grace a la trompe a eau en chimie, le fonctionnement
de certains débitmetres, la portance des avions;
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Carburateur simple
(Coupe)

! Vo b

LN

i Essence

!

e
[t

= manifestations « naturelles » : arrachement des toitures par grand vent, arthérosclérose (diminution
du diametre des artéres localement par accumulation de lipides et tissus fibreux pouvant conduire

a une sténose artérielle, voire une thrombose = obstruction totale du flux sanguin), I'effet Magnus
des ballons ou I'effet Coanda lié a la déviation d'un jet de fluide par une surface convexe;

Forces adrodynamigues
s'uxercant sur le toit
des habitatioms

Exercice
Dans quel sens tourne cette sphére? Expliquer I'apparition de la force de portance. https://www.
youtube.com/watch?v=2WoF0283ESg

Les lignes de courant étant plus resserrées en dessous, la vitesse est plus élevée. Cela s'explique car
la balle tourne en sens horaire : au-dessus, la balle tourne en sens opposé au déplacement d’air (qui
est donc freiné par viscosité), en dessous elle est accélérée. La pression est donc plus faible en dessous
qu'au-dessus, la portance est orientée vers le bas.

b) Mesure de vitesse : tube de Pitot / Prandtl

Un tube de Pitot est un systéeme simple permettant la mesure de la vitesse d'un véhicule a I'aide
d'une mesure de pression différentielle : une mesure de pression latéralement a I'écoulement (en B)
correspondant a la pression statique et une mesure de pression frontalement a I'écoulement mesure la
pression totale en A.

Tube de Pitot
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En appliquant le théoreme de Bernoulli dans le référentiel de I'avion :

1
= sur la ligne de courant OA, avec v4 = 0 et pas de changement d'altitude : P4 = Pp + 5;)1;2
(mesure dynamique) ;

= sur la ligne de courant O’ B’ : on néglige |a différence d'altitude (piéce de petite dimension) et
de vitesse d'écoulement, de sorte que Py: = Pps, soit comme les couples (B, B’) et (0,0)

* sont proches, Pg = Py (mesure statique).

1
Ainsi Py — Pp ~ §pv2, soit en considérant que les tubes sont remplis d'un fluide de masse

volumique p’ éventuellement différente de celle du fluide environnant, on peut montrer :

20" gAh
p
c) Vidange de réservoir quasi-statique

(5.21)

Etudions la vidange d'un réservoir dont la surface libre est de section S trés grande devant la section
s de I'orifice de sortie.

On considere un écoulement parfait et incompressible, mais instationnaire. Néanmoins, a partir du
moment ol la vitesse vy au niveau de la surface libre est trés petite devant la vitesse v, de sortie
(veS = vgs dans le cas d'un écoulement stationnaire conduisant, avec s < S, a v; < v;), on pourra

considérer I'écoulement comme quasi-stationnaire.
On va donc pouvoir appliquer la relation de Bernoulli a une ligne de courant. La pression au niveau

de la surface libre est Py, donc P(A) = Py. On suppose également que la pression en B est égale
a Py (jet libre, dont la pression est supposée constante sur une section, et donc égale 3 la pression
a 'extérieur du jet libre). Ainsi

1 1
* Py + §pv? +pgH(t) = Py + §pv§ +0 (5.22)
conduit a la formule de Torricelli lorsqu’on néglige v, devant vy :
vs = \/2gH(t) (5.23)

Dans les faits, la vitesse mesurée est parfois inférieure du fait de la contraction du jet en sortie du
récipient (dépendant du profil)

On peut alors conduire un calcul classique de temps de vidange du réservoir.

Exercice

Apres avoir déterminé le lien entre U et la vitesse v, intégrer I'équation différentielle obtenue pour

en déduire le temps de vidange en fonction de la hauteur initiale du récipient Hy.

Lycée Clémenceau — PSI* — E. Van Brackel

dH
On peut exprimer le lien entre v, et la dérivée de H : vy = G (on définit une vitesse positive).
Soit avec la conservation du débit :
dH s s
— = ——vy = ——1/2gH( 24
= v = — 22 H () (5.24)
puis par séparation des variables :
dH s 0 s
SN dt:>2[\/H} - At 5.25
vE sV He  Sv2g (5.23)



c'est-a-dire :

At=2 == (5.26)

l1l. Pertes de charges

1.1 Notion de charge

La relation de Bernoulli traduit la conservation de I'énergie mécanique. Dés que |'on prend en compte
la viscosité du fluide, une dissipation d'énergie a lieu. Pour un écoulement homogene et incompressible,

on définit de deux maniéres la charge :

2

= soit en termes de hauteur H = — + — + 2 ;
* Py 29

1
= soit en termes de pression Py = P + 5,01)2 + pgz.

A cause des dissipations dans |'écoulement (énergie thermique dissipée via les frottements internes
et les frottements sur les conduites), I'égalité de Bernoulli n'est plus satisfaite, on observe alors une
inégalité entre I'amont et |'aval :

1 1
P+ §PU§ + pgze > Py + §va2 + pgzs (5.27)

111.2 Interprétation

Etudions une conduite de section constante, en régime stationnaire. En |'absence de perte de charge,
I'observation a divers points de pression via des tubes verticaux contenant le méme fluide, immobile,
devrait permettre d’'observer des niveaux identiques, impliquant que la pression est constante aux
points A, B et C. La droite passant par les différents niveaux s'appelle la ligne piézométrique.

On peut également représenter la ligne de charge, correspondant a la somme, en terme de hauteur,
2

v P . . N . . ..
de % + 2+ — (en 'occurrence on choisit ici de retrancher a la pression la pression atmosphérique
g Pryg

ligne de charge

111 1‘1) l_‘(‘.'.
ez _)_“ ___________ ?5_3 ___________ 2_§J j  ligne 1_1i_c:f.mnén'iquc
B-R B-B k-5
Hg Hg Mg
| altitude de la conduite
— Ay Riee————— ; SR —>
2 g e
l hauteur de référence (z=0)

Conformément au théoréme de Bernoulli, la ligne de charge est donc horizontale. Si on incline la
conduite, la ligne de charge est toujours horizontale, tout comme la ligne piézométrique, conduisant a
une diminution de la pression dans la conduite (Po < P4) :

ligne de charge

274
b

ligne piezométrique

\ hauteur de référcncc (z=
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Prenons maintenant en compte la viscosité, et notons AH > 0 la perte de charge. La différence de
charge entre les points extrémes du troncon ou a lieu la perte de charge s'écrit :

2 2
AH:(&+U—A+ZA>—(@+U—B+@) (5.28)
g rg 29
Or, si la section est constante,l'incompressibilité impose v4 = vg. Et en utilisant la relation de
I'hydrostatique, Py = Pas + pg(zar — z4) et Pg = Pp/ + pg(zp — 2B), avec Py» = P, = Py. |l
vient finalement :
AH = ZAN — 2B/ (529)

La perte de charge représente dans le cas d'une conduite d’altitude et de section constantes, la
variation de hauteur entre A et B :

= - = =
VA 5 S . __ ligne de charge

Vi 7
2|l L] |
A 4| .
“—--——_7O0 Iyl ligne piezométrique
P-P H i g
e h-h R-B)
¢ | =
HE M8 altitude de la conduite
— A B tr— —>
Z,_ll 'ZB ZC
v v hauteur de référence (z=0)

Le méme raisonnement peut étre fait lorsque la conduite est inclinée : la ligne piézométrique comme
la ligne de charge restent identiques, et la pression diminue alors davantage dans la conduite inclinée
qu'en I'absence de viscosité :

VA
28

__ligne de charge

R-B

\ hauteur de référence (z=0)

1.3 Pertes de charge dans des dispositifs passifs

Les pertes de charges réguliéres, qui se manifestent dans des conduites cylindriques de section
constante, sont calculables via la relation de Darcy couplée au diagramme de Moody (MF3) :

L U?

On peut comprendre qualitativement la formule de Darcy : on souhaite introduire un paramétre

homogéne a une longueur : on compare I'énergie cinétique massique a |'énergie potentielle massique
2

1 U
et linéique ipU2/(pg) =5 v en notant U la vitesse débitante. Cependant, on constate expérimenta-

lement que la perte de charge est proportionnelle a la longueur L de conduite : une solution consiste
alors a multiplier par L/ D pour rendre compte de cette observation :

L U?
AI_Ircg X BZ (531)
Les pertes de charges singuliéres, qui sont dues a des singularités (coudes, changements de
section), peuvent se mettre sous la forme :

U2

AHsing = Cg (532)
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avec (¢ un coefficient sans dimension dépendant de la singularité. Ici il n'est pas besoin de multiplier par
L/D, comme la singularité est « ponctuelle ».

On peut ainsi généraliser le théoréme de Bernoulli :
LU? U?
AH == He — HS = Hreg + Hsing = )\5@(5 (533)
* 1 1 L pU? U?
=P, + ipvz + pgzs — Pe + ipvg + pgze = —pgAH = _)\BPT - pT (5.34)
—— ——
réguliére singuliére
en tenant compte des pertes de charges réguliéres et singuliéres.
Ne pas faire d'erreur de signe : il faut se rappeler que, toutes choses égales par

ailleurs, la pression en aval est toujours inférieure ou égale a la pression en amont.

I11.4 Pertes de charge dans des dispositifs actifs

Dans le cas ot il y a des éléments actifs (piéces mobiles), pour un écoulement parfait, incompressible,
homogene et stationnaire, le premier principe en écoulement se traduit par :

P 1, }B
— 4+ = = Wy 5.35
[p + 5V + gz Mk (5.35)
soit encore en termes de puissance :
*k
P 1 B
Dm[— Z 2 } -y 5.36
PR R Pl (5.36)

ou P, = Dy w, est la puissance utile, encore appelée puissance indiquée.
Si I'écoulement n'est pas parfait, on peut alors inclure les pertes de charges dans le bilan précédent :
B

B P 1
v2 + gz LT W gAH < D, [; + 5112 + gz}A = P, — DngAH (5.37)

1
2

P
=+
p

Exercice
R Considérons une pompe (altitude z = 0) qui puise de I'eau au fond d'un puits de profondeur z =
—h = 5m. La section du tuyau avant la pompe est de S = 100 cm?, et se réduit en sortie de la pompe
3 s = 10cm?. En considérant un débit volumique de D, = 10L-s~!, déterminer la puissance de la
pompe en régime stationnaire, sachant que la pression en sortie est de 2,5 bar. On négligera les pertes
de charge.
Connaissant le débit volumique, on peut exprimer la vitesse du fluide en amont et en aval de la

D
pompe : vy = ?V et vg = —. La pression en amont est de P4y = Py — pgh (vitesse constante le
s

long du tuyau, en régime stationnaire), et celle en aval est P = 2,5bar Ainsi un bilan de puissance
entre |'entrée et la sortie de la pompe, supposées a une altitude constante, conduit a :

Pg— Py 15, 1,4 1 51 1
soit numériquement P, ~ 2,5kW, correspondant a un ordre de grandeur cohérent pour une puissance
mécanique a fournir (en tenant compte du rendement de conversion, il y a des chances que I'on atteigne
une puissance électrique de 3kW).

IV. Bilan de quantité de mouvement

Pour un systéme ouvert, il est impossible d'appliquer directement la loi de la quantité de mouvement.
On se ramene alors a un systéme fermé pour lequel on évalue la quantité de mouvement a I'instant ¢
et a l'instant ¢ + dt. Les écoulements ne seront pas nécessairement stationnaires.

IV.1 Exemple d’une fusée

Considérons ici un systéme de masse variable m(t) : une fusée qui éjecte des gaz briilés de sorte a se
propulser par « réaction ». On étudie son mouvement dans le référentiel terrestre, supposé galiléen. On
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suppose que les gaz briilés sont éjectés avec un débit massique constant D,, avec une vitesse d'éjection
U = —ue, constante, par rapport au référentiel de la fusée.

instant ¢ instant t+d¢

On note ¥ la vitesse de la fusée et de son contenu
a llinstant . A t = 0, on note m(0) = myq et
7(0)= 0.

On définit alors un systéme fermé (X)*

= 3 |'instant ¢, constitué de la fusée et de son
contenu de masse m(t);

= 3 l'instant t 4+ d¢, constitué de la fusée et de
son contenu de masse m(t + dt) = m(t) —
D, dt ainsi que des gaz éjectés pendant dt
de masse Dy, dt (31).

S'agissant d'un systeme fermé, on peut lui ap-
pliquer la loi de la quantité de mouvement, a la
limite ou dt tend vers O :

t+ dt
A =Y P
Exprimons la quantité de mouvement du systéme fermé a ¢t et a t + dt :
= ) =m@)T(t);
» Pt +dt) = m(t+ d) T (¢ + dt) + Dy dt(T(t) + )
*
La différence entre ces deux quantités vaut :
Pt +dt) — Pr(t) = (m(t) — Dndt) V(¢ + dt) + D dt(T(t) + @) — m(t) U (t) (5.40)
=m(t) [T(t +dt) — T(t)] + Dndt [T(t + dt) — T(¢) + U] (5.41)
dv -
- m(t)d—:dt + D + O(dt?) (5.42)
en effectuant le calcul a I'ordre 1 en dt. D'ou en injectant dans la LQM et pour dt — 0 :
dv
" m(t) = + D Z Floe <= mit Z Fo — (5.43)
On peut alors identifier une force supplémentaire de poussée ﬁ = —Dp % = +Dpues, qui permet
de faire décoller la fusée.

IV.2 Calcul de la force exercée sur une conduite

Etudions une canalisation coudée, avec un écou-
lement parfait et incompressible en régime sta-
tionnaire. On cherche la résultante des forces qui
s'exerce sur une portion de canalisation de section
constante (). On construit donc un systéme fermé
(X*) tel que :

= al'instant ¢ il soit constitué de (3) et de (3,)
la quantité de fluide dm. = D,,dt entrant
avec une vitesse T, ;

= a l'instant ¢ + dt il soit constitué de (Xg) et €,
de (X) la quantité de fluide dmg = dm, =
D,,dt sortant avec une vitesse U ;
Les pressions sont notées P, a |'entrée et Ps a la sortie. Elles sont uniformes sur les sections d'aire
— —

(%)

S.Onnote €. = —— et 65 = les vecteurs unitaires orthogonaux aux sections a I'entrée et a

17 175l

la sortie.

12 Lycée Clémenceau — PSI* — E. Van Brackel



®

®

Exercice

Exprimer la quantité de mouvement pour ce systéme fermé aux instants ¢ et ¢t + dt¢ et en exprimer la
différence en régime stationnaire.

= alinstant ¢, p*(t) = Py, (t) + Dpndt Ve ;
» alinstant ¢t +dt, p*(t +dt) = Py, (t +dt) + D, dt Vs ;

En régime stationnaire, Py, (t +dt) = Py, (t), d'ou :

Pt +dt) — P*(t) = Dn(Vs — Uo)dt = Dyyv(€5 — €o)dt (5.44)

comme |'écoulement est incompressible, et la section est constante.

Exercice

Appliquer alors la loi de la quantité de mouvement au systeme fermé, apres avoir effectué un bilan des
forces. En déduire I'expression de la force exercée par le fluide sur la canalisation coudée.
Sur le systéme fermé s'exercent le poids, myg, les forces de pressions P,S€,— PS¢, et la résultante

des forces de la canalisation sur le fluide Fcanﬁﬂ = —Fﬂﬁcan Ainsi la LQM conduit a :
Pt +dt) — Pt -
prt+ di P (e — 2 = mG + PuSTe— PuSTe— Faseun  (5.45)

d’ou la force recherchée :
Fyean = MG + PoSTe — P.STs + Do (To — T) (5.46)

Dans le cas ou on néglige les effets de la pesanteur, I'application du théoreme de Bernoulli a une ligne
de courant entre I'entrée et la sortie implique P, = Ps = P, et on peut simplifier |'expression de la
force : N

Fayean = (P + pv?)S(€e — €5) (5.47)

comme Dy, = pvS.

V. Bilan de moment cinétique

A l'instar du bilan de quantité de mouvement, on peut appliquer le théoréme du moment cinétique
par rapport a un point O ou par rapport a un axe (A) a condition de définir un systéme fermé et de
conduire un calcul de moment cinétique a l'instant ¢ et a I'instant ¢+ d¢. Par exemple pour une rotation
autour d'un axe fixe (A) pour un systéme fermé (E*) dans un référentiel galiléen :

La(t+dt) -
Al ;T = Ma(Fext) (5.48)

ol on note L’ le moment cinétique scalaire du systéme fermé par rapport a I'axe A.

Une roue a aubes d'un moulin, consistant en une roue de rayon a surmontée d'aubes planes d'épais-
seur e, est mise en rotation par un jet d'eau horizontal. Ce dernier posséde un débit massique D,,, une
vitesse v et est de diamétre faible devant I'épaisseur e de I'aube. On note w(t) la vitesse angulaire de
la roue par rapport a I'axe (A), et J le moment d'inertie de la roue par rapport a cet axe.

instant t+dt

Chapitre MF5 - Bilans macroscopiques
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En réalité, les tur-
bines Pelton utilisées
par exemple pour en-
trainer un alternateur
de centrale hydroélec-
trique dans un bar-
rage, ont une forme
recourbée en demi-
lune, de sorte a ren-
voyer |'eau vers I'ar-
riere et augmenter
son efficacité.

On va ici effectuer une simplification trés grossiére en considérant que |'eau arrive perpendiculairement
a l'aube, et repart parallelement a I'aube de chaque coté.

On peut alors définir un systeme fermé (X*) :

= al'instant ¢, la matiére contenue dans la surface de contrdle (en pointillés), ainsi que la masse
D,,dt qui va pénétrer dans la surface de contrble pendant dt (D, est le débit moyen recu
par I'aube) ;

= 3 l'instant ¢ 4 dt la matiere contenue dans la surface de contréle ainsi que la masse D,,dt

qui est sortie de la surface de contréle pendant dt
On évalue alors le moment cinétique scalaire du systéme fermé dans le référentiel terrestre :

= L} (t) = Jw(t) + Dydtav avec a + e/2 =~ a le bras de levier associé au jet d'eau;

= Li(t+dt) = Jw(t+dt)+ Dydta(aw) comme la vitesse de la masse sortant de la surface de
contrdle posséde une vitesse aweg =+ TJ’H dans le référentiel terrestre. La composante T)’H ne
contribue pas au moment cinétique car son prolongement passe par |'axe de rotation, donc

.. le bras de levier est nul. o ) R . .
Ainsi en appliquant le théoréeme du moment cinétique scalaire au systéme fermé dans le référentiel

galiléen, en considérant que I'aube est soumise a un couple résistant —1I" :

Jw(t +dt) + Ddt — Jw(t) — Dpdt d
w( + )+ a(g;‘)) W( ) av = [ «— L]di(‘: =T+ Dma(v — aw) (549)

ol I'on peut introduire un moment scalaire de « poussée » I', = Dya(v — aw).
On peut alors la réécrire sous forme canonique :

J dw n v I
A e AT A
Dy,a? dt a Dpa?

. L .U ) N £ s
La rotation ne peut avoir lieu que si — — > (, c'est-a-dire pour un couple résistant de norme
a

(5.50)

2
ma

inférieure a I';;, = Dyav. On aboutit alors a une équation différentielle classique d'ordre 1.
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Application des deux principes aux machines en écoulement
* %

5.1 Compresseur avec un gaz réel

De la vapeur d'eau a 71 = 150°C, circulant dans un compresseur calorifugé, est comprimé de P, = 1 bara P, = 10
bar. On néglige toute variation d'énergie mécanique du fluide.

1. On suppose dans un premier temps que la vapeur d'eau est un gaz parfait de coefficient v = 1,3, et que
la compression est réversible. Déterminer la température finale et le travail indiqué massique recu lors de la
compression.

2. On suppose toujours la compression réversible mais on tient compte du comportement réel de la vapeur d'eau,

donné par le diagramme de Mollier ci-apres. Déterminer graphiquement la température finale et le travail indiqué
massique. Commenter.

3. En pratique, on mesure une température de sortie 75, = 550°C pour le compresseur réel. En déduire graphiquement
la variation d’enthalpie massique et le travail indiqué massique. Commenter.

. Skovrup & HIH Kaadics, 150508 / :.&,/4’/ 4 = ,-';:J __'__mn:f_._.—— Pl / /{ /“ ,/
D = /,«'/"_"’//5 ?*"-—:7‘—_ . . " ;
7 /S S S/

: f;

3400—

3200—

Enthalpy [kl/kg]
g
1

Entropy [kif(kg K)]

5.2 Compresseur

Un compresseur améne de ['air de I'état 1 atmosphérique (P, = 1 bar, 71 = 300 K) jusqu'a I'état 2 (P, = 6 bar,
T5) de maniére adiabatique.

On note P = 1,5 kW la puissance du moteur qui I'entraine et D,, = 6,5 g.s~! le débit massique. On donne
la capacité thermique massique a pression constante ¢, = 1,0 kJ.K~1.kg™!, la masse molaire M = 29 g.mol~! et
v = 1,4 pour I'air, assimilé a un gaz parfait.

1. Calculer la température T5.
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2. Calculer la variation d’entropie massique As entre les états 1 et 2.

» oy oS
3. Calculer I'entropie créée par unité de temps d_tc

4. Quelle serait la température et le débit si I'évolution de I'air était isentropique ?

1. On applique le premier principe en écoulement :

DnwAh =P <= Dncp(To —Th) =P <= To =T + o
2. Utilisons I'identité thermodynamique pour obtenir la variation d'entropie massique :
ds = mcpd?T — an?P — S5 — S1 =ncpln (%) —nRIn (
soit la variation d'entropie massique :
As =cpln (%) - % In (%) =573JKkg™!

=531K

(5.51)

(5.52)

(5.53)

3. On obtient alors I'entropie créée par unité de temps en utilisant le second principe pour une transformation adiabatique,

ou : 59
ds =68, = ==
dt

= DnAs=037JK st

4. Si I'évolution était isentropique, la température en sortie vérifierait la loi de Laplace :

1
P\'"7 P _
T’:T(—) 7T =501K= Dy = —————=175gs
2=\ (T} — Th) &
5.3 Rendement d’une turbine a gaz idéale

Entrée d'air Chambres de combustion / Turbine /

Section froide Section chaude

Compresseur
Le schéma de fonctionnement ci-contre schématise
le principe de fonctionnement d'une turbine a gaz.

é Utilisation

L'air a I'entrée du compresseur est a la température Air
T; = 18°C et sa pression est P; = 1 bar. atmosphéfique
A la sortie du compresseur, la température est Ts et Chambre .

. ) Produits de
la pression est Po = 9 bars. L'allure du cycle est re- de 1a combustion
présenté par les figures 2 et 3. combustian
La température maximale atteinte par le gaz au cours Figure 1
du cycle est T5 = 1000°C. b
Le gaz est assimilable a de I'air de masse molaire 2 3 T 3
29 g.mol™!, supposé parfait, v = 1,4 et ¢, = 1,0
kJ.K=1 kg™!. On néglige toutes variations d'énergies
potentielle et cinétique du gaz. 2 4

1 4 1
Figure 2 v Figure 3 s

1. Déterminer la pression et la température du gaz aux points 2, 3 et 4.

(5.54)

(5.55)

2. Dans le cas d'un fonctionnement idéal déterminer pour un cycle le travail massique w, recu par le gaz de la part
du compresseur et le travail massique wp,, fourni par la turbine par unité de masse de gaz.
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. Exprimer le rendement de l'installation en fonction des températures puis en fonction de Py, Ps, et 7.

. P3s = Py et P, = Py. Pour les températures, on utilise la loi de Laplace, ce qui permet d'obtenir 7o =T} (—

PQ)lfl/",

Py
545K et Ty = 679 K.

2. Par application du premier principe en écoulement, we = ¢p (T2 —11) = 254 kl-kg™! et wp, = cp(Tu—T3) = —594 kJ-kg™!.

3. Le rendement vaut, avec le colit de combustion geomb = ¢p (13 — 12) :

5.4

Dans

choisie. Au cours de cette évolution, I'énergie cinétique du fluide s'accroit fortement, on
néglige donc I'énergie cinétique d'entrée. La variation d'énergie potentielle de pesanteur
est négligeable. Les parois de la tuyére sont fixes et I'évolution est suffisamment rapide
pour étre adiabatique.

1.

5.5

_ *(’UJC + u’Tu) _ CP(Tl —T> - Ty + T‘B) =1+ Til —1a (556)
Gcomb CP(TQ - TS) T3 - T2
P 1-1/~5
T — T3 <Fl> P, 1/v—1
=14 2L =1- <7> = 0,47 (5.57)
Ty—T (&> e i
3 1 P1

Tuyere

une tuyere, le gaz subit une détente spontanée dans une conduite de forme bien

Déterminer I'expression de la vitesse de sortie de la tuyére en fonction des enthalpies massiques d'entrée et de
sortie.

. La forme de la tuyere est adaptée pour minimiser les frottements et se rapprocher d'une transformation réversible.

Déterminer dans ce cas la température et la vitesse de sortie d'un gaz parfait diatomique de capacité thermique
massique 2 pression constante ¢, = 10% J.kg~!.K~! sachant qu'a I'entrée, on a P. = 1,5 bar et T, = 900 K, et
en sortie : P, = 1 bar.

Turbo-réacteurs

On étudie le fonctionnement de réacteurs en régime permanent. La fonction d'un turboréacteur est de transformer
I'énergie thermique fournie a I'air lors d’'une combustion en énergie cinétique. On suppose lors de tout le probléeme

que :

I'air est un gaz parfait de capacité thermique massique a pression constante ¢, = 1 kJ.kg=!.K~! constante et
de coefficient v = 1,4;

la variation d'énergie potentielle est négligeable ; I'énergie cinétique est négligeable sauf a la sortie de la tuyere;
le débit massique d'air vaut D,, =1 kg.s™!;

le compresseur aspire I'air ambiant de pression P, = 1 bar et de température T; = 288 K;

les évolutions a I'intérieur du compresseur, de la turbine et de la tuyére sont adiabatiques réversibles;

les évolutions dans les chambres de combustion sont isobares.

Le schéma de principe d'un turboréacteur mono-flux, mono-corps est donné ci-dessous.

Le compresseur aspire |'air ambiant. Aprés compression, |'air est chauffé dans la chambre de combustion jusqu'a
la température T3 = 1250 K.

Apres détente partielle dans la turbine, I'air est envoyé dans la tuyére (qui ne comporte aucune partie mobile) ot
la détente s'effectue jusqu'a la pression ambiante P; = 1 bar.

Le compresseur est uniquement entrainé par la turbine, qui lui transmet intégralement la puissance mécanique que
lui fournit I'écoulement.

On donne le taux de compression du compresseur P,/P; = 6,15.

Arbre

Compresseur Combustion Turbine Tuyére
(1-2) 2-3 G-4 {4-5)
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1.

2.
3.

Déterminer :

= la température Ty (sortie du compresseur) et le travail indiqué massique de compression w;e ;
= la température T} et la pression P, a la sortie de la turbine;
= la température T5 et la vitesse de I'air ¢5 a la sortie de la tuyere.

Déterminer la quantité de chaleur massique g23 fournie a I'air lors de la combustion.

Définir le rendement 7 de ce turboréacteur (quelle est son utilité ?), et en calculer la valeur numérique.

Le schéma de principe d'un turboréacteur monoflux, mono-corps a post-combustion est donné ci-dessous. La
situation est identique a la précédente, mais on insére une seconde chambre de combustion entre la turbine et la
tuyere. Lors de cette combustion, |'air est a nouveau chauffé, jusqu'a la température 75 = 1930 K. La détente
s'effectue ensuite dans la tuyere jusqu'a la pression ambiante Ps = 1 bar. Comme précédemment, la turbine entraine
le compresseur, le taux de compression est identique P»/P; = 6,15 et la température de fin de combustion aussi

T3 = 1250 K.
1 > [,
L2 L Ja \‘5\
6
Arbre Nr—,h
\-—v—-/
Compresseur Combustion Turbine Combustion Tuyére
(1-2) (2-3 3-9 (4-15) (5 -6)
4. Déterminer le nouveau rendement de ce turboréacteur et conclure.

5.6

Un réservoir a une surface libre d'aire S = 1m?2. Il est initialement rempli

d'une hauteur hyg = 0,8 m de liquide. A l'instant ¢ = 0, on ouvre au fond du h
réservoir un orifice de section s = 2cm?.

On admet que I'on peut considérer le régime comme quasi-stationnaire.

P Dd =

* %
Théoreme de Bernoulli
* %

Durée de vidange d’un réservoir

Q|

I
><

S

Déterminer la vitesse de vidange initiale vy en supposant que la vitesse est nulle a la surface.
Quelle correction faut-il apporter a vg pour tenir compte du mouvement de la surface libre ? Conclure.
Quel est le débit volumique initial Dy ? Quel serait la durée 7 de la vidange si celle-ci se faisait a débit constant?

Etablir une équation différentielle décrivant I'évolution de h(t). Résoudre cette équation et en déduire la durée
T de la vidange. Dans les faits, le temps trouvé est plus long. Expliquer I'origine de la différence.

. Appliquons le théoreme de Bernoulli a une ligne de courant, entre un point de la surface libre et un point de I'orifice de

sortie : 1
P.+ 0+ pgze = Ps + ipvg + pgzs (5.58)

soit avec P. = Py = 1bar = Ps en supposant que |'orifice de sortie débouche directement sur |I'air ambiant, et en notant
Ze — 2s = ho :

1
qu;ﬁ = pgh = vo = \/2gho = 4,0m-s " (5.59)

Si on veut tenir compte du mouvement de la surface libre, on exprime la vitesse de sortie en fonction de la vitesse d'entrée,
via la conservation du débit volumique (écoulement incompressible) :

1 1
veS = 7)65 - 7/)7)3 + pgze = 7/)1)62 + pgzs < 7)62

: : (5.60)
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Or le terme \/ 1 — 5 ~ 1—210"% est tres proche de 1, donc la correction est peu significative ici, on néglige donc dans

toute la suite la vitesse de la surface libre (d'ol I'hypothése de quasi-stationnarité).

3

3. Le débit volumique initial vaut Dy = vos = 8,0-107* m*-s*. Si la vidange se faisait 3 débit constant, le temps de vidange

vaudrait :

1% o hoS o S ho o 3
DL D s 5 =1,0-10" second (5.61)

T =

soit environ 17 min.

4. En réalité, la hauteur d'eau diminuant, le débit volumique décroit. En écrivant I'évolution de la hauteur :

dh dh s v s
Sy ="Dve= g = S\/Qgh(t)@m_ S\/%dt (5.62)

conduisant, apreés intégration entre l'instant initial et I'instant final, a :

2v/ho = %,/QgT = T= §\/% =27 (5.63)

s
tandis que la hauteur au cours du temps s'obtient par intégration entre t = 0 et ¢ :
VA(t) = \/ho — %«/g/% (5.64)

Dans les faits, la section réelle de I'écoulement au niveau de I'embouchure est plus faible, donc le temps plus élevé.

5.7 Théoréme de Torricelli et approximation de I’écoulement parfait
A
Un réservoir a une section S, la hauteur d’eau est h. Le tuyau de vidange a une
longueur L et un rayon r. On suppose |'écoulement quasi-stationnaire. h
L'écoulement est supposé parfait dans le réservoir, notamment le long de la ligne
de courant AB ol B est le centre de la section d’'entrée du tuyau. B c
B —

L

En revanche, on tient compte de la viscosité 1 de I'eau pour I'écoulement dans le tuyau de rayon 7.

. . Pr—P, 2
1. Montrer que la vitesse maximale dans le tuyau vaut v = %.

2. A quelle condition sur 7 le théoreme de Torricelli est-il valable ?

AN. :n=103Pl, u=100kgm 3, L=1cm; g=98ms 2 et h =10 cm.
5.8 Etude simplifiée d’un barrage

Lors de la phase de vidange du barrage de Grand'Maison,
I'eau s'écoule dans une conduite forcée reliant le lac de re-
tenue en amont de Grand’Maison a la retenue du Verney
en aval. La conduite a une longueur de 1450 m. Elle se ter-
mine par un coude la ramenant a I’horizontal pour alimenter
une turbine Pelton qui assure la conversion d'une partie de
I'énergie potentielle de I'eau en énergie cinétique de rota-
tion de la turbine. La conduite a un diamétre constant de
3 metres et se caractérise par une perte de charge Ah ex-
primée en hauteur d'eau. La vitesse dans la conduite est
v=236ms""’

La viscosité cinématique de I'eau dans la conduite est prise égale 3 n = 1,8.1073 Pa.s, sa masse volumique est
p=1,0.10% kg.m~3. La hauteur de chute est prise égale 3 H = 922 métres.

1. Estimer les pertes de charge réguliére par unité de longueur de la conduite. sachant que sa rugosité absolue &
est de I'ordre de 1 mm.

2. Calculer la perte de charge en hauteur d'eau Ahcoude provoquée par le passage du coude terminal avant I'entrée
dans la turbine Pelton. Le coefficient de perte de charge singuliere sera pris égal 3 K ~ 1,5. Commenter.

3. En un point A 2 la surface de la retenue amont, la vitesse est supposée nulle. Exprimer la pression en hauteur

d’'eau équivalente ~B 3 I'entrée de la turbine. Application numérique.
Py
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4. On suppose pour simplifier qu’en sortie de la Pelton au point C, la pression est égale a la pression atmosphérique
et la vitesse est négligeable. En considérant que la Pelton a un rendement de 75 %, quelle est la puissance
disponible sur I'arbre de la turbine ?

5.9 Micro-centrale hydraulique

On considére une microcentrale constituée d'une retenue d'eau, d'une premiére conduit C, peu inclinée, d'une
cheminée d'équilibre, d'une seconde conduite Cy, tres inclinée, puis d'une turbine.

&a

Zn
- Zeh
0
/ i

On note P, la pression atmosphérique, aussi bien au niveau de la retenue d’eau qu'au niveau de la sortie de la turbine.
La conduite C, est de longueur L, = 60 m, de diamétre intérieure D, = 0,30m, et I'eau y a une vitesse débitante
U, = 1,2m-s~ L. La conduite Cp est de longueur Ly, = 87 m, de diameétre intérieur D, = 0,20 m, et I'eau y a une
vitesse débitante U, = 2,7m-sL. Pour la grille, on a un coefficient de perte de charge singuliére ¢g = 1,75. Pour
le rétrécissement, ¢, = 0,079 (ramené 2 la vitesse débitante de la conduite Cp). Pour les deux coudes, ¢; = 0,47 et
¢y = 0,55. A la sortie de la turbine, avant le diffuseur, la section est la méme que dans la conduite Cy. Son diamétre
d’entrée est D, et son diamétre de sortie Dy = 0,3 m. Son coefficient de perte de charge singuliere ramené a la petite
section est (4 = 0,18. On donne la différence d’altitude entre la retenue d'eau et la turbine : 2z — zp = 89m. On
prend pour I'eau p = 1,0-103kg-m~3 et = 1,010~ PI. On donne g = 9,8 m-s—2.

1. Déterminer le débit volumique D, dans les conduites. Peut-on utiliser la loi de Hagen-Poiseuille? On prendra

pour la suite pour les conduites les coefficients de pertes de charge réguliere A, = 151073 et \, = 16:1073.

2. Compte tenu des différentes données, déterminer 2z, — zcp.

3. La turbine a un rendement n; = 0,82. Déterminer la puissance mécanique récupérable sur son arbre.

4. Quel est le réle du diffuseur?

| z
i . ) - <h
F | _ ; Leh
- _\2\ %, bLT(I:hexmnéc
- - —*-“—-—————M . coude 1
grille
diffuseur
v
g’
= <0

coude 2 lm‘hi ne

1. En régime stationnaire (ou au moins quasi-stationnaire), le débit volumique d’eau est constant, et se calcule indifféremment
dans chaque conduite :

nD2 U nD}

4
En calculant le nombre de Reynolds dans ces deux conduites, on trouve Re ~ 3,6-10° pour C, et Re ~ 5,410° pour Cp.
Avec un écoulement turbulent, la loi de Hagen-Poiseuille n'est pas utilisable.

Dy =U, =85Ls (5.65)

Lycée Clémenceau — PSI* — E. Van Brackel



2.

Au niveau de la cheminée, on peut utiliser la loi de I'hydrostatique entre la surface de la cheminée et le coude 1 (continuité
de la pression verticale entre la zone statique et dynamique) :

Py + pgzen = P3 + pgzs (5.66)

Il faut donc déterminer I'expression de Ps, en utilisant la connaissance des vitesses débitantes, pertes de charges. En
écrivant le terme de Bernoulli entre 1 et 3 (vitesse quasi-nulle en 1) :

Uz U?
Py + va + pgzs — Po — pgan = —p (Cg ) ) - pr v (5.67)
d'ou en injectant la relation contenant z :
1. Uz U?
P0+P9(Zch*2h)+§PU§*P0 -£ (Cg+>\ ﬁ) - pr T (5.68)
Uz La U;
—=2Zh — Zch = 7{1 (Cg + Aa ) + i(Cr + 1) =75cm (569)
D, 2g
. On réitere le bilan d'énergie jusqu'au point 5 repéré sur le schéma :
5 Uz L, U? Ly P
Pt 25 pgo — P~ pgn = 25 (¢ 0 o) 2 2 (GHnprrarera) - (570)
a tL/v

. . . . . o~ Dy
en notant Pr, la puissance mécanique recue par la turbine (d'ou le moins). Par conservation du débit, vs = UbD—, et
d

Ps = Py d'ou finalement :

pU2

4
(Cq+AD) pU”(C7+Ab—+<1+<2+<d+ )>:58kW (5.71)

Pm - TItDvP (g(zh - 'ZO) D D4

. Le diffuseur permet de ralentir I'eau a la sortie de la turbine, ce qui a pour conséquence d'augmenter la puissance

mécanique recue par la turbine. L'effet est amoindri par une perte de charge due a I'élargissement, mais qui reste modeste

D4
comparativement au gain sur la vitesse (D—Z + ¢4 =0,38<1).
d

5.10 Vase percé

On considére un vase cylindrique de hauteur H rempli a ras-bord d'un liquide. La partie supérieure du vase est
ouverte a |'air libre, I'épaisseur du fond est négligeable et il est posé sur une table de sorte que son axe de révolution soit
vertical. Trois petits orifices ont été effectués dans le vase, I'un a la distance hy = H/4 du fond du vase, le deuxieéme
a la distance hy = H/2, le troisieme a la distance hy = 3H/4 et on les ouvre simultanément a ¢ = 0. On néglige tout
effet de frottement ou de viscosité.

7

Que peut-on dire des portées dy, ds, et d3 des jets au niveau de la table, observés peu aprés |'ouverture des orifices ?

* x
Bilan de quantité de mouvement et de moment cinétique
* x

5.11 Chariot fuyant

Un récipient rempli d'eau est posé sur un chariot libre de rouler sur un support
horizontal. La hauteur initiale de I'eau est hg. En bas du récipient est percé un
petit trou de section s trés petite devant la section S du récipient. h
Etablir I'équation du mouvement du chariot. On précisera les approximations effec-

tuées.
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5.12 Clapet a eau

Soit une plaque de masse M, de largeur ¢ et de longueur L, mobile autour de I'axe horizontal A, la liaison étant
parfaite. Sous I'action d'un jet d'eau parallélépipédique d'épaisseur e et de largeur L, elle s'incline d’un angle « par
rapport a la verticale. On néglige le poids du fluide et on se place en régime stationnaire. L’eau est considérée comme
un fluide parfait, incompressible, de masse volumique p. En arrivant sur la plaque, le jet d'eau se sépare en deux parties,
['une vers le haut d'épaisseur es, I'autre vers le bas d’épaisseur e3. Le jet d’eau est a la distance h de I'axe de rotation

A de la plaque.
3)
+
i com h
LERPT ;
1. Déterminer I'angle d'équilibre a.
2. Exprimer les épaisseurs des jets e et es. Interpréter.
5.13 Perte de charge singuliere dans un évasement

Le but de cet exercice est d'évaluer le coefficient de pertes de charge singuliére lorsqu’'une canalisation change
brutalement de section. On ne considérera pas les pertes de charge réguliéres et on néglige la pesanteur.
L'écoulement est permanent et incompressible. La masse volumique du fluide est u = cte.

zone de stagnation v

|

volme de
confrile

S

On note Py, S1, vy les pressions, sections, vitesse a |'entrée, P5, Ss, vo a la sortie.
L'écoulement fait apparaitre des zones de stagnation dans lesquelles on considérera que la vitesse est nulle.

1.

On admet que la pression dans les zones de stagnation est proche de la pression d’entrée P;. Montrer que la
7 . 1 ~ [V . =1 —>
résultante des forces de pression s'exercant sur le volume de contrdle peut s'écrire F', = (P1 — P,)Ss €.

En faisant un bilan de quantité de mouvement, déterminer une autre expression de cette force en fonction des
vitesses et sections d'entrée et de sortie et de la masse volumique p.

Déterminer la perte de charge en fonction de la vitesse d'entrée vy et des sections d'entrée et de sortie S et Ss.

. Le volume de contrdle est soumis a une résultante des forces de pression uniquement horizontale, les forces de pression

verticales s’annulant deux a deux. Il reste alors
F]) = P1S1e, + Pi(S2 — S1)éx — P2Saé, = (P — P)See, (5.72)

En considérant un systéme fermé usuel (3 ¢ volume de contréle + entrant pendant d¢, a ¢ + dt volume de contréle + ce
qui sort pendant dt), on peut écrire un bilan de quantité de mouvement en régime permanent :

Pt+dt) —P(t) =0meVs — dmiv = u (1)352 — 1)%51) dte, (5.73)
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3. En appliquant la loi de la quantité de mouvement, il vient :

pt+dt) —F(t)

at = Fp = u (U%SQ — ’U%Sl) = (P1 — PQ)SQ (5.74)

puis en utilisant la conservation du débit volumique en régime permanent, v2S2 = v151, conduisant a :

S S
P, — P :u)Q(—f— 5.75

1 2 MU Sg SQ ( )
En écrivant enfin la différence entre la pression totale a I'entrée et a la sortie :

1 2 1 2 1 2 S% Sl ,U/'U% Sl 2

5.14 Propulsion d’un chariot a auget

Un chariot de masse m posséde une rampe demi-circulaire de rayon R

sur laquelle on envoie un jet d’eau de section S et de vitesse ¥ = v e,

par rapport au sol.

L'écoulement de I'eau est parfait, incompressible et homogeéne, de masse — s

volumique p. C) C) X

1. On suppose dans un premier temps que la vitesse ¥ = u €, du chariot est constante. Calculer la force exercée
par |'eau sur le chariot.

2. Le chariot a maintenant une vitesse initiale nulle, susceptible de varier. Déterminer |'expression de ().

5.15 Tourniquet hydraulique

Un tourniquet, destiné a I'arrosage d’un jardin, est constitué d'un tube métallique
rigide, horizontal et de faible section s, en rotation autour d'un axe vertical passant
par son centre O. De l'eau y arrive le long de I'axe de rotation avec un débit
massique D, supposé constant.
Elle est éjectée par deux orifices percés symétriquement par rapport au milieu du
tube, distants de 2a, avec une vitesse relative u par rapport au tube, horizontale et
perpendiculaire au tube. i
Le moment d'inertie par rapport a I'axe de rotation de I'ensemble formé par le tuyau et I'eau qu'il contient a tout
instant est J. A I'instant initial, le tourniquet est immobile.
Déterminer la vitesse angulaire de rotation w(t) en négligeant tout frottement.

Il convient a nouveau d'effectuer un bilan de moment cinétique a un systéme fermé (3%) :
= 3 l'instant ¢ constitué du tourniquet et de |'eau qui entre dans la base du tourniquet;
= 3 l'instant ¢ + dt constitué du tourniquet et des deux masses d'eau qui sortent par les orifices pendant dt.

La vitesse d'éjection de I'eau par rapport au référentiel terrestre dans lequel on étudie le mouvement vaut (aw — u)eg. On
écrit alors la variation de moment cinétique scalaire entre les deux instants :

DII] d
La(t+dt) — La(t) = (Jw(t +dt) +2 5 dt(aw(t +dt) — u)a) — Jw(t) ~dt (J(TL: + D,,,a(aw — u)) (5.77)
soit en appliquant le théoréme du moment cinétique scalaire a () :
LA(t+dt) 7LA(t) — dw 2
= F»L' = — Drn - DH] .

I E MAa(Fy) O<:>Jdt+a w=aDnu (5.78)

En posant 7 = L il vient :

P T a?Dy,’ ’

¥
wt)y=2[1-¢ 7 (5.79)
a
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